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Kapitel 1

Einleitung

In der Quantentheorie werden die an einem physikalischen System messbaren
Groflen, die Observablen, durch selbstadjungierte Operatoren beschrieben. Diese
erzeugen eine Algebra, die sogenannte Observablenalgebra.

Ein Theorem von v. Neumann besagt, dass es fiir die Observablenalgebra eines
quantenmechanischen Systems, also eines Systems mit endlich vielen Freiheits-
graden, im Wesentlichen nur eine Darstellung gibt. In dieser Darstellung konnen
alle verschiedenen Zusténde eines zu untersuchenden physikalischen Systems be-
schrieben werden.

Dieses Theorem gilt jedoch nicht mehr in der Quantenfeldtheorie, der Quan-
tentheorie unendlich vieler Freiheitsgrade, die man zum Beispiel in einer speziell-
relativistischen Quantentheorie, mit der Elementarteilchen beschrieben werden,
notwendig vorliegen hat. In der Quantenfeldtheorie gibt es deshalb im Allgemei-
nen sehr viele indquivalente Darstellungen einer Observablenalgebra, die soge-
nannten Superauswahlsektoren. Physikalisch wird diese rein mathematische Er-
kenntnis dadurch gedeutet, dass die Superauswahlsektoren verallgemeinerte La-
dungen sind: Da die Gesamtladung des Zustandes eines physikalischen Systems
erhalten ist, konnen zwei Zustinde mit unterschiedlicher Gesamtladung nicht
ineinander iiberfiihrt werden, das heifit die beiden Zustdnde miissen in indqui-
valenten Darstellungen der zu diesem System gehérenden Observablenalgebra
beschrieben werden. Die Systeme liegen in unterschiedlichen Superauswahlsekto-
ren.

Es gibt eine konzeptionelle Definition des Produktes von Superauswahlsek-
toren, das dem Kompositionsgesetz fiir verallgemeinerte Ladungen entspricht.
Diese Definition ist jedoch sehr abstrakt, weshalb im Allgemeinen die Fusionsre-
geln, die angeben, wie das Produkt von Superauswahlsektoren durch eine Summe
ausgedriickt werden kann, praktisch schwer zu berechnen sind.

Wir berechnen im Folgenden die Fusionsregeln fiir ein spezielles Modell mit
einer SU(2)-Symmetrie. Hierbei benutzen wir einerseits spezifische Eigenschaften
der Lie-Gruppe SU(2). Andererseits liefert diese Symmetrie eine Verbindung zur
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6 Kapitel 1. Einleitung

Konformen Quantenfeldtheorie, die in unseren Rechnungen eine iiberaus wichtige
Rolle spielt.

1.1 Aufbau der Arbeit

Im Kapitel 2 stellen wir kurz den Rahmen dieser Arbeit vor. Wir fiihren die von
uns verwendete Notation ein, definieren die im weiteren benutzten Begriffe und
zitieren die bendtigten Sétze.

Wir beginnen mit einem Abschnitt {iber die Konforme Quantenfeldtheorie mit
einem Unterabschnitt iiber die Darstellungstheorie der Virasoro-Algebra. Diese
Algebra stellt eine konkrete Realisierung der Theorie der Superauswahlsekto-
ren in der Konformen Quantenfeldtheorie dar. Der folgende Abschnitt ,, Algebra-
ische Quantenfeldtheorie® ermoglicht die anschliessende Einfiihrung in die DHR-
Theorie der Superauswahlsektoren. Um die Probleme, die sich bei der konkreten
Rechnung mit den abstrakten Definitionen aus der Theorie der Superauswahl-
sektoren ergeben, umgehen zu kénnen, benutzen wir das Produkt von Zustdnden
nach Fredenhagen. Dieses fiihren wir in Abschnitt 2.4 ein, und wir geben ein
Beispiel fiir seine Anwendung am Ende des zweiten Kapitels.

Das nichste Kapitel beginnen wir mit einer Spezialisierung der vorgestellten
Konzepte und Erkenntnisse auf unseren Fall der SU(2)-Symmetrie. Im Abschnitt
3.2 erlautern wir zunéchst das im Zusammenhang mit der abstrakten Definiti-
on des Produktes von Superauswahlsektoren in unserem konkreten Modell auf-
tretende Problem, um dieses dann schliesslich unter Benutzung des Produktes
von Zustdnden zu umgehen und das Produkt zweier Superauswahlsektoren nach
unten durch eine kontinuierliche direkte Summe abzuschitzen. Um diese zu be-
rechnen, wihlen wir spezielle Symmetrietransformationen aus, die jedoch keine
Einschrankung der Allgemeinheit bedeuten. Wir identifizieren die dazugehoren-
den Superauswahlsektoren in Abschnitt 3.4 und kénnen damit die in der konti-
nuierlichen direkten Summe auftretenden Darstellungen in eine endliche direkte
Summme von Darstellungen zerlegen, die erstaunlicherweise nicht von der In-
tegrationsvariable abhingen und deren Superauswahlsektoren wir in Abschnitt
3.6 bestimmen konnen. Schliellich geben wir einige Beispiele fiir die von uns
berechneten Fusionsregeln an. Abschliessend untersuchen wir die Auswirkungen
des Fehlens einer technischen Voraussetzung fiir die von uns gewéhlten speziellen
Symmetrietransformationen auf unser Ergebnis.



Kapitel 2

Theoretischer Rahmen und
Hilfsmittel

In diesem Kapitel fiihren wir kurz in den theoretischen Rahmen dieser Diplom-
arbeit ein und stellen verwendete Hilfsmittel vor.

2.1 Konforme Quantenfeldtheorie

In masselosen 1+ 1-dimensionalen Quantenfeldtheorien gibt es Wightman-Felder

[SW78] U, die in eine Summe ¥( )= ( + )+ ( — ) zerlegt
werden konnen, wobei die Felder und (anti-)vertauschen: | ] =0
und nur von jeweils einer Lichtkegelkoordinaten = + oder —  abhéngen.

Die Felder leben nur auf dem Lichtstrahl und heiflen chirale Felder. Falls sich
alle Felder einer Theorie derart zerlegen lassen, entkoppelt eine solche Theorie
also in zwei chirale Theorien. Beispiele hierfiir sind das masselose freie Dirac-Feld
und sein erhaltener Strom.

Ein Feld heifit skaleninvariant mit Skalendimension , wenn seine -Punkt-
Funktionen die Bedingung

YV eR ( )= ( )
erfiillen. Insbesondere werden dann durch

()2 = Q und
() ) ) = C ) ()9

unitére Operatoren () auf der Vakuumdarstellung zum Vakuumvektor 2 de-
finiert, die die Skalentransformationen implementieren:
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Anhand der Zweipunktfunktion des chiralen Fermi-Feldes

() = glm( — +)

kann man nachrechnen, dass dieses skaleninvariant ist mit Skalendimension -.

Es gilt das

Theorem 2.1 (Liischer-Mack [LM76, Mac87]).

Jn

24
>0

Ein solcher Operator und auch seine chiralen Anteile heiflen Energie-
Impuls-Tensor mit zentraler Ladung . Im Folgenden sei stets ein chiraler Anteil
des Tensorfeldes , also entweder = oder =
Satz 2.2 ([MS72]). = [r () = [ ()

= fR ()

(2 R) Z =
( )e (2R
()2 = Q
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Diese Transformationen sind fiir gewisse Elemente der M&bius-Gruppe sin-
gulédr, und sie konnen in der urspriinglichen Theorie im Minkowski-Raum zeitar-
tige Punkte in raumartige Punkte iiberfiihren. Dieses Problem kann man l6sen,
indem man den Minkowski-Raum kompaktifiziert: Ein Punkt = 4+  wird
mittels einer Cayley-Transformation auf den Punkt = —— des Einheitskreises
abgebildet. Der Einheitskreis wird iiberlagert, sodass schlieflich die Uberlage-
rungsgruppe der Mobius-Gruppe dargestellt wird und die chiralen Felder dann
auf dem {iiberlagerten Einheitskreis definiert sind. Lokale chirale Felder sind je-
doch periodisch, und ihr Definitionsbereich kann wieder auf den Einheitskreis
eingeschrinkt werden.

Die Forderung der konformen Kovarianz an die Zweipunktfunktionen eines
lokalen Feldes schrinkt die moglichen Skalendimensionen dieses Feldes auf die
natiirlichen Zahlen ein. Der Testfunktionenraum fiir lokale chirale Felder mit
Skalendimension  kann ebenfalls erweitert werden, und zwar auf die glatten
Funktionen auf dem Einheitskreis, welche denjenigen glatten Funktionen auf den
reellen Zahlen entsprechen, die im Unendlichen héchstens wie anwachsen
und fiir die ( ) bei — +4oc denselben endlichen Grenzwert annimmt wie
bei — —oc. Denn einer solchen zuldssigen Testfunktion auf den reellen Zahlen
entspricht die glatte Funktion

s oo m(50- 1) )

mit ( ):= —, die damit eine zulissige Testfunktion auf dem Einheitskreis ist.
Die Funktionen dieses erweiterten Testfunktionenraumes heiflen zuléssige Test-
funktionen.

Die obige Beziehung zwischen den Testfunktionen auf der reellen Achse
und denen auf dem Einheitskreis  riihrt von der chiralen Kompaktifizierung
eines Feldes  mit Skalendimension mittels ( ) := (=) (), = —,
her. Denn hieraus folgt fiir die Testfunktionen:

O=/00

Zum Beispiel erfiillt der Energie-Impuls-Tensor

=3 SV 2 (2.1)

des komplexen Fermi-Feldes ¥ die Voraussetzungen des obigen Theorems 2.1. In
diesem Fall ist die freie Konstante = 1. Auch die chiralen Anteile des Feldes U



10 Kapitel 2. Theoretischer Rahmen und Hilfsmittel

transformieren sich wie oben angegeben bei Adjunktion mit ( ). Die -Punkt-
Funktionen des Feldes ¥ sind kovariant unter der M&bius-Gruppe.

Definition 2.3. €ER ER
R—-C —(1+ ) 1- )
1+ ¢R
C\R
Die Funktionen sind zuléssige Testfunktionen fiir chirale Felder mit Skalen-

dimension . Da der Energie-Impuls-Tensor  die Skalendimension 2 hat, kénnen
wir fiir ganze Zahlen € Z die Operatoren

)

DN | —

definieren. Man kann folgende Identitdten nachrechnen:

Satz 2.4 ([LM76, Mac87]).

=-( - )=
[ =0 =) +— ( -1
Neben den Operatoren ,  und erzeugen also auch die Operatoren

und die Mobius-Gruppe. Die Algebra, die von den Operatoren erzeugt
wird, heifit Virasoro-Algebra mit zentraler Ladung

Wir interessieren uns aus physikalischen Griinden nur fiir Darstellungen po-
sitiver Energie. In diesen sind die Operatoren  und — wegen der Identititen

) () = wmd

1
= 5( + )
— auch  und positiv dargestellt. Die unitéiren, irreduziblen Darstellungen
der Virasoro-Algebra, in denen der Operator  positiv ist, sind vollstdndig klas-
sifiziert ([FQS86] und Referenzen dort). Sie werden fiir gegebene zentrale Ladung
durch eine reelle, nicht-negative Zahl € R indiziert, an die fiir 0 1
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weitere Einschrinkungen gemacht werden miissen. Die Darstellungsrdume werden
aus den Verma-Moduln

%

durch Herausteilen der Nullvektoren konstruiert, wobei die Rdume die Ei-
genrdume des Operators  zum Eigenwert + sind:

::Span{ Yy > > OZ = }

Der Vektor | ) ist also der Grundzustandsvektor zum Eigenwert — beziiglich
Die Skalarprodukte dieser Basisvektoren sind durch die Vertauschungsrelationen

der Operatoren und die Identitét = eindeutig fixiert und definieren,
mit den oben erwdhnten Einschrinkungen an die Werte fiir —im Fall 1,
einen Pra-Hilbertraum, der fiir 1 ein echter Hilbertraum ist. Im Falle =1

enthalten die Verma-Moduln  nur fiir € (- ) Nullvektoren.

Fiir eine Darstellung  der Virasoro-Algebra gibt der Charakter () :=
Sp , () Auskunft iiber das Spektrum des Operators ~ und die Entartung der
Eigenwerte: Da das Spektrum des Operators diskret ist, kann der Charakter

() als formale Potenzreihe mit Summanden der Form geschrieben werden.
Die Menge aller in dieser Reihe auftretenden Exponenten ist das Spektrum, und
der Koeffizient  gibt die Entartung des Eigenwertes an.

Die Charaktere divergieren fiir "1, da der Operator unbeschrinkt ist.
Es gibt jedoch Darstellungen | fiir die die asymptotische Dimension

endlich ist. Bei zentraler Ladung =1 gilt fiir die Charaktere [Kac79]:

B (1-— ) () falls = wund € -N
0={ 0 22

sonst

wobei ():=]] (1— ) die kombinatorische Zustandssumme ist. Die Ursa-
che fiir den zusétzlichen Faktor bei € (-N ) sind die oben erwihnten linearen

Abhingigkeiten zwischen den Elementen der Eigenrdume , die nur bei diesen
speziellen Werten von  auftreten.
Aus Formel (2.2) folgt sofort fiir die statistische Dimension einer Darstellung
der Virasoro-Algebra mit zentraler Ladung = 1:

(

) = 2 4+1 falls = und € -N
] > sonst
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Die Algebra F sei die von den chiralen, komplexen, freien Fermi-Feldern
erzeugte CAR-Feldalgebra mit den Antivertauschungsrelationen

v oeNn [ () O = (-

Eine lokale Eichtransformation : R — SU(N) induziert einen Automorphismus
auf der CAR-Feldalgebra

FoF =y €N

durch Fortsetzung zu einem Algebrenhomomorphismus. Auf dem mit einer zu-
lassigen Testfunktion : R — C — wobei die Funktion eine zuléssige Test-
funktion ist, wenn ihre Eintrige zulissige Testfunktionen sind — verschmierten
Fermi-Feld ( ) wirkt der Automorphismus also wie

(= () (2:3)

Fiir eine globale Eichtransformation € SU(N) definieren wir:

— und =,

Fiir zwei Eichtransformationen und  koénnen wir nachrechnen, dass die
Hintereinanderausfithrung von Automorphismen der punktweisen Matrixmulti-
plikation der Eichtransformationen entspricht:

O =

Diese SU(N)-Symmetrie wird von den Stromen

= Z : : (2.4)

erzeugt, wobei , =1 — 1 Erzeuger der Lie-Algebra su(N) sind. Die
Felder sind entsprechend der Vorschrift

O=tim () O g3a0 =)

normalgeordnet, wobei () +— —A( — ) die Zweipunktfunktion des Feldes
ist und durch A( ) :=lim ( + ) gegeben ist. Die Theorie mit  komplexen
Fermionen, das heifit der Vakuumzustand dieser Theorie und damit alle ihre -
Punkt-Funktionen, ist invariant unter der globalen Symmetrie , die von den
Operatoren = [ erzeugt wird.
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Die Strome sind chirale, skaleninvariante Felder mit Skalendimension 1, und
ihre Vertauschungsrelationen mit den Fermi-Feldern lauten:

O Ol=) () (=) (2:5)

beziehungsweise fiir den ausgeschmierten Strom ( ) := ) Jn: : und

das ausgeschmierte Fermi-Feld () := Y [; ( ) mit zulissigen Testfunk-
tionen :R —su(N)und :R— C :

[C) Of= ()

Dies ist die infinitesimale Form der Wirkung der Automorphismen auf die
Fermi-Felder (2.3). In diesem Sinne ist die obige Aussage, die Strome  erzeugen
die SU(N)-Symmetrie, zu verstehen. Insbesondere erzeugen also die Operatoren
= () die globale SU(N)-Symmetrie.
Aus den Vertauschungsrelationen (2.5) folgen die Vertauschungsrelationen der
Strome untereinander:

L) Ol= (OC=J)+5 (=) (2.6)

wobei die Strukturkonstanten
Cartan-Metrik sind.

Der Zusammenhang zwischen Stromen und Energie-Impuls-Tensor wird her-
gestellt durch das

—

| und := Sp( ) die

Theorem 2.5 (Sugawara, Segal; [FST89]).
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Insbesondere ist also die Virasoro-Algebra mit zentraler Ladung =  — 1 eine
Unteralgebra der SU(N)-Stromalgebra.

Die Funktionen sind zuléssige Testfunktionen fiir die Strome, also werden
durch = () Operatoren definiert. Diese erfiillen die Vertauschungsrela-
tionen

[ ] = + und (2.7)
[ ] = - (2.8)
wobei die Operatoren die Virasoro-Algebra zu dem Energie-Impuls-Tensor
aus Theorem 2.5 erzeugen. Insbesondere sind die  fiir negative beziehungsweise
positive  Auf- beziehungsweise Absteigeoperatoren zu
Die Operatoren = erzeugen die globale SU(N)-Symmetrie. Da die
Operatoren und vertauschen, transformieren sich die Zustédnde niedrig-
ster Energie, das heifit die Grundzusténde, in einer Darstellung der Lie-Gruppe
SU(N). Es lassen sich also die irreduziblen Darstellungen der Algebra B, die von
den beschrénkten Funktionen der Strome  erzeugt wird, analog zu den Verma-
Moduln aus den Moduln iiber den Grundzustinden |A ) konstruieren, wobei A
die irreduziblen Darstellungen der Lie-Gruppe SU(N) indiziert.

Lemma 2.6. =2

|

12

0 12

Beweis. Geméfl Formel (4.42) in [FST89] sind nur die irreduziblen Darstellun-
gen A = 0und A =1 2 erlaubt. Der Isospin  dieser Darstellungen wiederum

00 Q= ‘Q14>

bestimmt den Wert von , denn es gilt die Formel = —— ([FST89], (4.43)
und [FST89], (B.15b)): Bei verschwindendem Isospin ist nur = 0 erlaubt, bei
[sospin 1 2 nur =1 4. |

In dieser Arbeit werden wir uns hauptséichlich in der Darstellung zu dem
Grundzustand €2 bewegen und charakterisieren sie deshalb in folgendem Lemma
néher.

Lemma 2.7. Q

Beweis. Der Vektor €2 ist ein Grundzustand und wird deshalb von dem Abstei-
geoperator  vernichtet. Auflerdem gehort er zu der Darstellung mit = 0, das
heiflt, er wird ebenfalls von dem Operator  vernichtet. Aus den Vertauschungs-
relationen folgt:

el = (@ )

I
D
o —
)
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Also wird der Vektor {2 von den Erzeugern der Mobius-Gruppe — und ver-
nichtet und ist somit invariant unter der Mobius-Gruppe. Da diese Eigenschaften
den Vakuumvektor eindeutig definieren, ist {2 der Vakuumvektor. Damit handelt
es sich bei dieser Darstellung um die Vakuum-Darstellung der Stromalgebra B.

[ |

Die Operatoren in der Cartan-Unteralgebra kommutieren untereinander und
mit dem konformen Hamilton-Operator . Da sie einschliefilich rein diskre-
tes Spektrum haben und da die Eigenrdume des Operators endlich entartet
sind, lassen sie sich also auf dem Vakuum-Hilbertraum simultan diagonalisieren.
Die Eigenwerte beziiglich der Cartan-Unteralgebra heiflen (Cartan-)Ladung, die
Eigenwerte beziiglich  heifien (konforme) Energie des entsprechenden Vektors.

Satz 2.8.

Beweis. Die Aussage folgt aus der Hermitizitéit der Operatoren und , da
fiir einen hermiteschen Operator ~ mit Eigenvektoren —und gilt: ( )=
¢ )= )= ( ) =
Lemma 2.9. =2

Beweis. Fiir = 2 ldsst sich der Charakter der Vakuumdarstellung der

Stromalgebra mit den Vertauschungsrelationen (2.7) zu

() = 5Sp( )

= ()(HZ( + ) )

berechnen [Kac74]. Ein Vektor dieser Vakuumdarstellung habe Ladung  und
Energie . Da die Menge der Exponenten des Argumentes , die in dem Cha-
rakter auftreten, das Spektrum des Operators in der Vakuumdarstellung
ist, gibt es einen Exponenten € N , sodass = . Da die kombinatorische
Zustandssumme () =]] (1 — ) den Exponenten  von in der Summe
nur erhoht, folgt die Behauptung: > = . |
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Bisher haben wir zu einem Fermi-Feld bereits den kanonischen Energie-Impuls-
Tensor aus Formel (2.1) und den Sugawara-Energie-Impuls-Tensor aus Theorem
2.5 kennengelernt. In einer Theorie mit ~ komplexen chiralen Fermi-Feldern gibt
es jedoch weitere Energie-Impuls-Tensoren. Thren Zusammenhang erldutern wir
in diesem Unterabschnitt.

Satz 2.10.

Beweis. Aus der Bewegungsgleichung eines Fermions folgt, dass die Vorausset-
zungen des Theorems 2.1 von Liischer und Mack erfiillt sind. Die zentrale La-
dung muss man ausrechnen. Die Energie-Impuls-Tensoren zu unterschiedlichen
Fermi-Feldern kommutieren miteinander, da die unterschiedlichen Fermi-Felder
miteinander anti-kommutieren. |

Satz 2.11. =

Beweis. Zunéichst stellen wir fest, dass der Strom ein freies Bose-Feld ist, denn
seine Vertauschungsrelationen lauten | () ( )]=— ( — ). Wir koénnen also
seine Wick-Produkte durch die bosonische Normalordnung definieren:

=t () O=5haC =)

Nun kann man die Identitét | |= [0 : ] nachrechnen. Da die Fockraum-
Darstellung der Fermi-Felder irreduzibel ist, ist der Operator — :ein
Vielfaches der Identitdt. Die Zweipunktfunktion dieses Operators verschwindet,
und es folgt die Behauptung. |

Satz 2.12. tot +— Z

tot = UT Cartan

U= —: : Cartan ‘= - : =2
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Beweis. Den Beweis geben wir hier nur fiir = 2 an. Fiir den allgemeinen Fall
verweisen wir auf [FST89]. Mit  := < (1) (1] ) und = — ( é _01 > folgt

aus der Definition (2.4) und aus Satz 2.11:

+ = : T+

_

Dieses setzen wir nun in die Definition des totalen Energie-Impuls-Tensors
ein:

N |

N |

Hier bemerken wir, dass mit den Strémen  auch die Stréme  freie Felder sind

und wir deshalb ihr Wick-Produkt wie oben definieren koénnen. ist we-
gen Theorem 2.13 ein Energie-Impuls-Tensor; die Vertauschungsrelationen von
muss man nachrechnen. [ |

Theorem 2.13. = —

Cartan
=2
=123
Beweis. Wieder nur fiir = 2. Die Energie-Impuls-Tensoren und sind
SU(2)-invariant. Damit ist auch deren Differenz = — SU(2)-
invariant. Da sich die Strome  fiir =1 2 3 durch eine SU(2)-Transformation

ineinander drehen lassen, folgt:

Dieses setzen wir in die Formel fiir den Sugawara-Energie-Impuls-Tensor  aus
Theorem 2.5 ein und erhalten die Behauptung. |
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2.2 Algebraische Quantenfeldtheorie

Die algebraische Quantenfeldtheorie [HK64, Haa96] untersucht Quantenfeldtheo-
rien, indem sie die Theorien alleine durch ihre Observablen und damit durch (prin-
zipiell) experimentell zugéingliche Objekte als gegeben annimmt. Die Observablen
sind (wie schon in der Quantenmechanik) Elemente einer Operator-Algebra, wo-
bei die in einem beschrinkten Raum-Zeit-Gebiet lokalisierten Observablen die
C -Algebra A( ) erzeugen. Durch die Zuordnung

— A( )

erhalten wir also ein Netz von C -Algebren, dessen C -induktiver Limes A als
quasilokale Algebra bezeichnet wird:

A::UA( )

Das Netz soll folgende Axiome erfiillen:

1. Isotonie. Ist ein Gebiet  in dem Gebiet  enthalten, so gilt das auch fiir
die entsprechenden lokalen Algebren:

C o= A )CA( )

2. Lokalitét. Falls die Gebiete ~ und  raumartig getrennt sind, vertauschen
die Elemente der lokalen Algebren:

c = )AL )I=0

3. Kovarianz. Es existiert eine Darstellung der Poincaré-Gruppe P durch Au-
tomorphismen , die geometrisch wirken:

v.eP: (A( ) =A( )

Fiir eine kovariante Darstellung  der Algebra A( ) gibt es eine unitére
Darstellung  der Poincaré-Gruppe, durch die obige Automorphismen im-
plementiert sind:

VeprPvy eA(): () () ()= ()

4. Spektrumsbedingung. Wird die Darstellung  auf die Translationen einge-
schriankt, so ist sie stark stetig, und das Spektrum ihrer Erzeuger liegt
im Vorwartslichtkegel.

5. Vakuum. Es gibt eine treue und irreduzible Darstellung A — B(H ),
genannt Vakuumdarstellung, mit zyklischem, irreduziblem und translati-
onsinvariantem Vakuumvektor 2 € H .
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Da wir uns im Rahmen dieser Arbeit mit konformen Quantenfeldtheorien
beschiftigen, ersetzen wir in dem Axiom 3 (Kovarianz) die Poincaré-Gruppe
durch die M&bius-Gruppe. Weiterhin wird bei chiralen konformen Quantenfeld-
theorien, die auf dem Lichtstrahl oder dem Einheitskreis leben, die Bedingung der
raumartigen Trennung zweier Intervalle und einfach durch die Forderung
eines leeren Schnittes N = () ausgedriickt, und das raumartige Komplement
eines Gebietes ist das Komplement in den reellen Zahlen R beziehungsweise auf
dem Einheitskreis S .

Auflerdem setzen wir voraus, dass die Vakuumdarstellung die Haag-Dualitét
erfiillt [Haah9):

V Intervalle : (A( )) = (A( ))

Diese Forderung bedeutet fiir uns keine Einschrinkung, da sie fiir chirale kon-
forme Quantenfeldtheorien auf dem Einheitskreis immer [BGL93] und auf dem
Lichtstrahl fiir den hier behandelten Fall der zentralen Ladung = 1 [BSM90]
erfiillt ist.

Die heuristische Idee, die zu obigen Axiomen gefiihrt hat, besteht zwar da-
rin, dass die Observablen die beschrinkten Funktionen der mit Testfunktionen

ausgeschmierten Wightman-Felder ( ) sind, aber es gibt auch algebraische
Quantenfeldtheorien, die sich nicht aus Feldern erzeugen lassen, und nicht alle
Wightman-Theorien lassen sich durch algebraische Quantenfeldtheorien beschrei-
ben. In dieser Arbeit jedoch haben wir hinreichend regulére Felder (Strome zu
Fermi-Feldern), die ein Netz B erzeugen, das den obigen Axiomen geniigt mit
einer Vakuumdarstellung und einem Vakuumvektor Q@  [BSM90, DF77].
Weiter gibt es eine kompakte globale Eichgruppe  und eine treue, stark stetige,
unitére Darstellung : — B(H ), die fiir beliebige €  einen Automor-
phismus  auf B induziert: o :=Ad o .DieObservablenalgebra A
wird nun durch die Fixpunkte von B unter diesen Automorphismen erzeugt:

A=B ={ eBY ¢ : ()= }

Die Vakuumdarstellung von A ist die GNS-Darstellung zum Vakuum =
|A. Sie ist irreduzibel, da das Vakuum rein ist, und geniigt ebenfalls obigen
Axiomen.
In dem vorliegenden Fall ist = SO(3) = SU(2) Z , da wegen der Identitét
= fir € SU(2) nur dieser Quotient in der Vakuumdarstellung treu
dargestellt werden kann.

Theorem 2.14 ([DHR69], Kapitel 3).
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[ Je
A= .

H

2.3 DHR-Theorie der Superauswahlsektoren

Da nicht alle Darstellungen der Observablenalgebra A physikalisch interessant
sind, werden weitere Kriterien benutzt, um die physikalisch interessanten Dar-
stellungen auszuwéihlen, so zum Beispiel das DHR-Kriterium [DHR71]:

v o JAC )= JAC )
Um diese Bedingung né&her zu untersuchen, ist folgender Begriff hilfreich:

Definition 2.15. A
H H
H = H

v oeA(l ): ()= ()

Das DHR-Kriterium ist also dquivalent dazu, dass es zu jedem Raum-Zeit-Gebiet
einen dort lokalisierten partiellen Verketter zwischen der betrachteten Darstellung
und der Vakuumdarstellung gibt.

Fiir eine DHR-Darstellung definieren wir fiir beliebige Gebiete — mit Hilfe

eines in  lokalisierten partiellen Verketters sogenannte DHR-Endomorphis-
men : A— A wie folgt ([DHR71] (1.7)):

V. ¢eA: o ():= ()
Ein DHR-Endomorphismus ist in  lokalisiert, das heiffit auf dem kausalen

Komplement von  wirkt er wie die Identitdt: |A( )=1id . .DHR-Endo-
morphismen, die von unitir dquivalenten DHR-Darstellungen induziert werden,
heiflen dquivalent.

Umgekehrt induziert ein beliebiger lokalisierter Endomorphismus die DHR-
Darstellung o . Fiir dquivalente DHR-Endomorphismen und sind die
induzierten DHR-Darstellungen o und o unitér dquivalent. Es gibt



2.3 DHR-Theorie der Superauswahlsektoren 21

also eine 1:1-Beziehung zwischen den Aquivalenzklassen der Darstellungen [ ]
und denen der Endomorphismen [ ].

Es gibt auch eine 1:1-Beziehung zwischen Paaren von Darstellungen und zy-
klischen Vektoren einerseits und Zustdnden andererseits: Die GNS-Konstrunktion
liefert zu einem Zustand eine Darstellung  und einen Vektor 2 , die die Glei-
chung = (Q Q) erfiillen. Umgekehrt erhalten wir zu einer Darstellung
und einem Vektor  sofort einen Zustand = (Q Q). Zusténde werden als
dquivalent definiert, wenn die entsprechenden Darstellungen dquivalent sind. Die
Aquivalenzklassen | ] (oder stellvertretend die Darstellungsriume #H ), [ ] und
[ ] werden als (Superauswahl-) Sektoren bezeichnet.

Im Folgenden sei  stets eine von  induzierte irreduzible Darstellung, das

heift V. : [ ]=[ o ]. Aufder Menge der Sektoren ist durch die direkte Summe
von Darstellungen in natiirlicher Weise eine Addition definiert: [ & [ | :=
[ @& |. Fiir zwei Sektoren [ | und [ | konnen wir ein Produkt definieren

([DHR74], Lemma 2.1):
[ Ix[ ] =1 0o o]

Auf den Aquivalenzklassen der DHR-Darstellungen ist durch den Statistik-
Operator ([DHR71], Kapitel 4) eine Abbildung , die statistische Dimension,
mit Werten in dem Intervall [1 oc] definiert. Sie ist additiv ([DHR71], (6.5)) und
multiplikativ ([DHR71], Lemma 6.7):

Jlel D = © D+ T
Ixt ) = @D @D

Die Zerlegung eines Produktes zweier Darstellungen in eine direkte Summe
irreduzibler Darstellungen (fiir Darstellungen mit endlicher statistischer Dimen-
sion)

[
[

[ Ix[ ]=® [ ] €N
oder dquivalent fiir die entsprechenden DHR-Endomorphismen
o =

wird als Fusionsregel bezeichnet.

Theorem 2.16 ([DR90], Theorem 3.14).
[ ]

Fiir einen irreduziblen Sektor | | endlicher statistischer Dimension definie-
ren wir den ebenfalls irreduziblen konjugierten Sektor [7] durch die Bedingung
([DHR74], Theorem 3.1)

RSN
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Man kann zeigen, dass [~] durch diese Bedingung eindeutig bestimmt ist und das
folgende Theorem erfiillt.

Theorem 2.17 (Dimension der konjugierten Darstellung).

()

Fiir den Beweis verweisen wir auf [DHR74], Theorem 3.1 b).

2.4 Das Produkt von Zustinden

Das Produkt von Zustdnden wurde von Fredenhagen in [Fre92] eingefiihrt. Bei-
spiele fiir seine Verwendung finden sich auch in [Fre94].

Die DHR-Endomorphismen kénnen in der Regel nur abstrakt definiert werden,
weshalb sie den groflen Nachteil haben, dass man sie nur schwer explizit angeben
kann. Dieses Problem versuchen wir mit dem folgenden Konzept zu umgehen.
Die Idee ist, eine gegebene DHR-Darstellung  durch einen Zustand und DHR-
Endomorphismen durch positive lineare Abbildungen : A4 — Amit = o
zu ersetzen. Wir hoffen, dhnliche Strukturen wie bei den DHR-Endomorphismen
zu finden, das heifit zum Beispiel eine Multiplikation

X = o o =6 o

die die gleichen Fusionsregeln wie die entsprechenden DHR-Endomorphismen
erfiillt, mit der GNS-Konstruktion vertréglich ist (X = ) und die
Definition von konjugierten positiven Abbildungen erlaubt. Diese Strukturen wer-
den wir in den folgenden Unterabschnitten einfithren. Allerdings erreicht man im
Allgemeinen nur die Ungleichung X - , siche Theorem 2.26.

In diesem Abschnitt werden positive, lineare, normierbare Funktionale als Zustande

bezeichnet, auch wenn sie nicht normiert sind. Fiir einen Zustand  sei die
mittels GNS-Konstruktion zu  gehdrende Darstellung. Die Menge der DHR-Zu-
stdnde sei S:={ €A : ist eine DHR-Darstellung}. Mit Hilfe von

S()={ €8§:3 0V €Al ): >0= ()< ()}

lasst sich die Menge der vom Vakuum im raumartig Unendlichen dominierten
Zustinde S :=|J S( ) definieren. Diese Menge ist eine normdichte Untermenge
von § ([DHRT71], Anhang A).
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Fiir die Definition der zu einem Zustand assoziierten positiven Abbildungen
benotigen wir das

Lemma 2.18 (zweite Charakterisierung von S ).

S={ e€8§:3 3 H-HV €A ):
()= () =( @ )}

Beweis. Sei € S ein Zustand mit einem Lokalisierungsgebiet — und mit in

lokalisiertem partiellem Verketter :H — H ,sodass = ( Q Q).
Dann erhalten wir fiir eine Observable € A( ) durch Adjungieren der par-
tiellen Verkettungseigenschaft die Identitét: ()= () . Also liegt

in der Kommutanten von  (A( )) und wegen Haag-Dualitdtin  (A( )).
Sei € A( ) positiv. Dann gilt:

() =092 () Q)
= (@ ()2)

< I 0)
Da der Operator Darsteller einer in  lokalisierten Observable ist, ist seine
Norm endlich, also liegt der Zustand in S( ) und damit in S .
Sei nun umgekehrt € S, also € S( ). Sei  die GNS-Darstellung zu

mit zyklischem und separierendem Vektor 2 € H . Definiere nun einen in
lokalisierten partiellen Verketter — :H — H durch

VoeAl ) ()= ()9

wird damit dicht definiert, da Q separierend ist fiir (A( ))= (A( ))
und damit zyklisch fiir ~ (A( )).  ist aber auch beschrinkt:

Ol =1 )l

IAE
—~
—~
—~ —~
\_/\_/
)
N—r
—~
~—
)
N—r

= [ ()]

Also ist die Definition von eindeutig erweiterbar auf ganz H , und mit 2 =
Q folgt die partielle Verkettungseigenschaft fiir . |

Definition 2.19. €S

A A = (0 ()
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Lemma 2.20.
Beweis. 1. Das Gebiet  sei Lokalisierungsgebiet von und . Esseien DO |
€ A( )und € A( ). Dann kommutiert ( ( )) = () mit

()
L) ) = () )= 0) ()

= ) O
= 0

und liegt also wegen Haag-Dualitét in  (A( )). Da  treu ist, konnen wir sein
Inverses bilden und haben somit die Inklusion  (A( )) € A( ).
2.

CC )

—~
~—
—~
~—

vV
o

Theorem 2.21 (Eindeutigkeit der positiven Abbildung).

A=A
O =
V. eAC )Y €Al ) ()= ()
Beweis. Sofort aus der Definition folgt mit den Eigenschaften von |, dass

die beiden Bedingungen erfiillt:
L o ()=(@ () Q)= ()
2. ()= ) )y ) )= ()

Sei nun  eine Abbildung, die die beiden Bedingungen fiir einen gegebenen
Zustand  erfiillt. Da Q separierend fiir (A( )) = (A( )) und damit
zyklisch fiir  (A( )) ist, ist  (A( ))Q? C H eine dichte Teilmenge. Auf
dieser sind die Matrixelemente von  ( ( )) mit € A( ) unabhingig von |,
denn fiir e A( ) gilt:

C()e )y )) =@ (C )2)
= ()

Diese Matrixelemente bestimmen aber eindeutig, also folgt = . |
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Definition 2.22 (Produkt von Zustinden). €S
X = o
Lemma 2.23. e S()

S() x e€8()

Beweis. Sei € A( ). Wegen Haag-Dualitét folgt aus

dass o (1) in A( ) liegt.
Das Produkt der Zustédnde kann fiir positives  wie folgt abgeschétzt werden:

x ()

I
—~~
@) @)
—~~

[a—
~—
~—
N—

< e M )

Die Norm des Operators o (1) ist aber endlich, da er in einer lokalen Algebra
liegt. Also folgt die Behauptung: x € S§( ). [ |

Bemerkung 2.24 ([Fre92], (23)).

In diesem Unterabschnitt soll die Vertriglichkeit des Produktes von Zustdnden
mit der GNS-Konstruktion untersucht werden. Gegeben sind also zwei Zustinde
und . Macht es einen Unterschied, ob wir zuerst die GNS-Darstellungen
und und dann deren DHR-Produkt X , oder zuerst das Produkt
der Zustinde  x  und dann die GNS-Darstellung fiir diesen Produktzustand
bilden? Die Antwort wird sein: Ja, aber nur ein bisschen.

Lemma 2.25. €S

cA( )

1
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Beweis. sei der zu  definierte partielle Verketter aus Lemma 2.18 mit Loka-
lisierungsgebiet . Der DHR-Endomorphismus sei in  lokalisiert und erfiille

die Bedingung = o .Sei :H — H unitir mit = o . Definiere
= ). Dann gilt fir € A( ):

() () = ()
= ()
= () ()

Also liegt () wegen Haag-Dualitdt in  (A( )) und damit ist  ein in
lokasisierter Operator, das heifit  ist wohldefiniert.
1. Siehe Abschnitt 2.3.

2. Sei € A
()= () )
= ) )
= ()
3. Der Vektor ¥ := Q € H ist zyklisch fir o (A), denn Q ist zy-
klisch fiir ~ (A) und damit auch fiir (A) = ( (A)) . Andererseits gilt:
()0 = Q= Q =10,
4. Mit einem unitdren € (A) gelten die Bedingungen 1. bis 3. ebenso fiir
= , wenn wir auflerdem durch := ersetzen.
Wiahle  und  so, dass sie die Bedingungen 1. bis 3. erfiillen. Dann sind
o und o unitdr dquivalent. : H — H implementiere diese Aquivalenz:
o = o . Das Gebiet enthalte die Lokalisierungsgebiete von und

. Fiir eine Observable € A( ) gilt dann:

() = ()
= ()
= ()

Also ist ~ wegen Haag-Dualitét ein in  lokalisierter Operator, € ( (A)),
und = () ist eine lokale Observable mit =
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Aus der zweiten Bedingung folgt: = = . Fiir die Ma-
trixelemente gilt also:

CC ) o ( )2)=(00)2 o ()2)

= ()9 ()9
Da  treu und  separierend fiir  (A) sind, folgt die Behauptung: = . W
Theorem 2.26. )
X -
Beweis. | seien die zu  assoziierten positiven Abbildungen mit lokalen Ob-
servablen  aus Lemma 2.25: | = . Fiir das Produkt der Zusténde folgt
dann:
x o= (( )
= ) )
= () o ())
= (C0))2 oo (())2)
Dieses ist offensichtlich ein Zustand in der Darstellung o o = X .
Die Darstellung ist im Allgemeinen nur eine Unterdarstellung des Pro-

duktes ~ x ,dader Vektor ( ( ) ) im Allgemeinen nicht zyklisch ist
fiir die Algebra o o (A).

In der DHR-Theorie konnen Produkte von Sektoren mit den Fusionsregeln in
Summen zerlegt werden:

[ Ix[ 1= 1 & o =P

Gibt es eine solche Zerlegung auch fiir das Produkt von Zustéinden?

Theorem 2.27 (Fusionsregel fiir das Produkt von Zusténden).

[ Ix[ =2 [ ]
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Beweis. seien Projektoren auf den irreduziblen Darstellungsraum von <
X, sodass

> o=id

Dann gibt es fiir alle , , und =1 Isometrien , sodass

3 _

o = und

— ! !

Die Verkniipfung zweier DHR-Endomorphismen lisst sich also in eine Summe
zerlegen:

. =YY

Nach Lemma 2.25 gibt es nun fiir jedes ein , sodass fiir die Zustinde  die
Identitit = ( ) gilt. Dann ist

=3 () ())

ein Zustand im Sektor [ |, der aus einer Summe von hdchstens reinen
Zusténden besteht. Weiter folgt:

x = () o ())

Die Eindeutigkeit der folgt aus der Eindeutigkeit der . Auflerdem sind
die und  bis auf Unitaritéit eindeutig bestimmt. Die Wahlfreiheit bei den
wird durch die Summation iiber bei der Definition der Zustéinde wieder
aufgehoben. [ |
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In der DHR-Theorie wird der zu dem irreduziblen Sektor [ ]| mit endlicher sta-
tistischer Dimension konjugierte Sektor [7] durch die Bedingung

CIx D] =[]
eindeutig definiert.

Definition 2.28 (konjugierter Zustand).
e Al ) =
C )

X
I
v

« D Cm M)
oz () @ 1))
Beweis. Siehe Seiten 204 f. in [Fre92]. [

Vermutung 2.30 (Vermutung von Fredenhagen [Fre92]).

i ()

X
AVARAY,
—
N

[a—y
~
—~

—
N—
~
—

v 1V
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al ) =swp. ()
es: ()=wlD) = =~

Bemerkung 2.31.
S S
S

2.5 Produkt von Zustinden am Beispiel SO(2)

In diesem Abschnitt stellen wir ein Modell vor, um den Gebrauch des Produktes
von Zustidnden zu illustrieren und um es spiter mit unserem zu vergleichen. Dieses
Modell wurde erstmals von Fredenhagen berechnet [Fre94].

Gegeben seien zwei chirale Strome  und . Die beschrinkten Funktionen
des Stromes ( ):= [  + [  mit Paaren von Testfunktionen = ( )
erzeugen die Stromalgebra B. Auf dieser wirkt die Gruppe SO(2) durch Drehung
des Paares von Testfunktionen: Das Gruppenelement € SO(2) induziert den
Automorphismus  : ( )= ().

Fiir Funktionenpaare , deren Ableitungen Testfunktionen sind, kénnen wir
DHR-Endomorphismen definieren:

B=B ()=(+ )()= )+ ()

Eigentlich sind die unbeschrinkten Operatoren ( ) keine Elemente der Al-
gebra B, da diese von den beschréinkten Weyl-Operatoren der Form exp( ( ))
erzeugt wird. Hier und im Folgenden werden wir aber immer mit den unbe-
schrinkten Operatoren rechnen, da dieses die Berechnungen vereinfacht. Die Er-
gebnisse lassen sich jedoch sofort von den unbeschrinkten Operatoren auf die
Weyl-Operatoren iibertragen.

Die Sektoren der Algebra B werden durch die Ladung  := ( ) =

([ [ ) indiziert, das heiBt fiir Testfunktionen —und  mit gleicher Ladun
= folgt, dass die Sektoren gleich sind: [ | =] ]. An dem Ausdruck fiir
o konnen wir die Fusionsregeln ablesen: [ | x[ |=] + .

Die Observablenalgebra A ist die Fixpunktalgebra der Strome unter der Sym-
metriegruppe SO(2): A := B . Typische Observable sind beschrinkte Funk-

tionen des Operators ( ) := (()):= [ ( )—. Schriinken wir einen
DHR-Zustand = o der Stromalgebra B auf die Observablen ein, so ist
nicht mehr klar, wie der DHR-Endomorphismus zu | A aussieht, da aus

den Observablen herausfithrt:  (A4) ¢ A. Die gemdfl Theorem 2.21 zu [ A
gehorende positive Abbildung kann jedoch durch Mittelung iiber die Gruppe
SO(2) berechnet werden:

= o A=A ()= ()+ ( )
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Hierbei ist das Funktional mit Hilfe der modifizierten Besselfunktion  definiert
durch

Comm (/0w )0 ST )

Fiir die Sektoren der Observablen spielt der Betrag der Ladung die entschei-
dende Rolle: =4/ + . Falls die Ladung verschwindet, l&sst sich der

Zustand |A gemifl Theorem 2.14 entsprechend den Darstellungen der Lie-
Gruppe SO(2) zerlegen: (A) => , . Fiir nicht verschwindende Ladung
indiziert  die Sektoren. Mit

X = o o = -
[

und Theorem 2.26 folgt fiir die Fusionsregeln:

BRI VAT

Zur kontinuierlichen direkten Summe tragen alle Sektoren mit Ladung im Inter-
vall[| — | 4+ ] bei. Fiir die statistische Dimension folgt aus den Fusions-
regeln:

(=N () =cc

F G F G

Also haben die Sektoren mit nicht verschwindender Ladung unendliche statisti-
sche Dimension.
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Kapitel 3

Das Modell der SU(2)

Die Algebra F sei die von zwei komplexen chiralen Fermi-Feldern — und  mit
den Antivertauschungsrelationen

L) O = (=)

erzeugte CAR-Feldalgebra. Eine lokale Eichtransformation : R — SU(2) indu-
ziert einen *-Algebrenautomorphismus

F—=F >—>Z =12

durch Fortsetzung auf die gesamte CAR-Feldalgebra. Entsprechend definieren wir
fiir eine globale Eichtransformation € SU(2):

— und =,

Lemma 3.1.

Beweis.

=)

33
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Fiir zuléssige Testfunktionen : R — su(2) definieren wir den ausgeschmier-

ten Strom
IZ

mit der Normalordnung
()e=lim () ()=-5-A0 =)

wobei die Abkiirzung A( ):=1lim ( + ) verwendet wurde. Die beschrink-
ten Funktionen des Stromes erzeugen die Stromalgebra B C F.

Bemerkung 3.2. - F s F
4R o
(1o
-\ 01
Bemerkung 3.3. B:B— B
L Z
4R »

| :i<é?>

Man sagt: Der Automorphismus  ist in  lokalisiert.
Da es 6fter notwendig sein wird, in einer speziellen Basis zu rechnen, wéhlen
wir als Basis der Lie-Algebra su(2) beziehungsweise ihrer Komplexifikation:

50 (D) -5(2)

beziehungsweise

(01 {00 1 (1 0

“\oo “\1 o0 AN
In beiden Féllen hat die Cartan-Metrik  := Sp( ) nur die Eintrége 1 oder 0.
Die Cartan-Unteralgebra C der Stromalgebra B wird von dem Strom := ( )

erzeugt. Hier miissen wir jedoch den Erzeuger der Cartan-Unteralgebra anders
als in Unterabschnitt 2.1.3 normieren: =

Die Observablenalgebra A ist die Algebra der lepunkte der Stromalgebra B
unter der globalen Eichgruppe SO(3):

A=B ={ e€BY eSU®): ()=}
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Wegen der Identitdt |B = B ist auf der Stromalgebra B nur die Gruppe
SO(3) = SU(2) Z treu dargestellt.

In [Reh94] hat Rehren gezeigt, dass diese Observablenalgebra die Virasoro-
Algebra mit zentraler Ladung = 1 ist. Sie wird also von dem Sugawara-Energie-
Impuls-Tensor aus Theorem 2.5, der zu der Stromalgebra B gehort, erzeugt.

3.1 Sektoren der Algebren

Wir haben nun eine Reihe von Algebren eingefiihrt, deren Sektorstruktur wir im
Folgenden kurz erlautern. Die CAR-Feldalgebra F besitzt als einzige irreduzible
Darstellung mit positiver Energie die bekannte Fockraum-Darstellung mit dem
Vakuum als Grundzustand.

Wie wir bereits in Lemma 2.6 erfahren haben, existieren fiir die Stromalgebra
B genau zwei Sektoren: einer mit Isospin 0 zum Grundzustand €2 und einer mit
[sospin - zum Grundzustand €2_. Der Sektor mit Isospin - ist zum Beispiel zum

Grundzustand ( ( ) ()9 ) in dem Fockraum der CAR-Feldalgebra

enthalten.

Die Cartan-Unteralgebra C ldsst sich als Fixpunktalgebra der Stromalgebra
B schreiben: C = B, wobei die Gruppe U(1) mittels — -
auf den Stromen treu dargestellt ist. Gem&fl Theorem 2.14 zerfillt die Strom-
Vakuumdarstellung bei Einschrinkung auf die Cartan—Unthlgebra in Sektoren
der Cartan-Unteralgebra, die mit einer Zahl € Z = U(1) indiziert werden
konnen und geméf Theorem 2.16 die Fusionsregeln der U(1) erfiillen: [ |x[ | =
[ 4+ . Die Cartan-Unteralgebra C besitzt jedoch ein ganzes Kontinuum von
Sektoren, in denen der beziiglich C zentrale Operator einen beliebigen reellen
Wert annehmen kann. In Kapitel 3.3 werden wir sehen, wie wir diese Sektoren
mittels Automorphismen aus dem Vakuum erzeugen koénnen.

Die Sektorstruktur der Virasoro-Algebra haben wir bereits im Unterabschnitt
2.1.2 dargelegt. Wir werden nun versuchen, diese Sektoren in den beiden Sekto-
ren der Stromalgebra wiederzufinden. Die Virasoro-Algebra mit zentraler Ladung

= 1 ist eine Fixpunktalgebra der Stromalgebra, und wir kénnen den Zusam-
menhang zwischen dem Strom-Vakuumsektor und Sektoren der Virasoro-Algebra
mit Hilfe der DHR-Theorie untersuchen: Geméifl Theorem 2.14 zerféllt der Strom-
Vakuumsektor analog zu den Darstellungen der Grupp/e\SO(S) in Sektoren der

Virasoro-Algebra, die sich mit dem Isospin € N 22 SO(3) indizieren lassen:

A = P +1)

N

Die Vektoren = mit = Q und =0 2 bilden
ein Multiplett von Grundzustinden der Sektoren [ ]. Wegen Lemma 2.9 sind
dieses Grundzustédnde der Virasoro-Algebra. Sie haben die Energie  und liegen
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damit im Sektor [ = | =] |. Also folgen mit Theorem 2.16 fiir die Sektoren
der Virasoro-Algebra zur Grundzustandsenergie € N die Fusionsregeln:

[ Ix[ 1= @ [ ] (3.1)

wobei € N . Eine Analyse des Charakters der Strom-Vakuumdarstellung
()= 0O 0= ) (3:2)
N

dhnlich dem Beweis des Lemmas 2.9 zeigt, dass fiir einen gegebenen Vektor mit
Ladung  der zugehorige Grundzustand die Energie hat. Somit sind in der
Strom-Vakuumdarstellung ausschlieBlich die Sektoren | | der Virasoro-Algebra
mit einer Grundzustandsenergie € N enthalten.

In dem Sektor der Strom-Algebra zu dem Grundzustand 2 finden wir wei-

tere Sektoren der Virasoro-Algebra: Die Vektoren = mit =
Q_ und =0 2 sind wieder wegen Lemma 2.9 Grundzustéinde der

Virasoro-Algebra mit Energie ( +-) . Sie liegen also in dem Sektor [ = ( +-) |
der Virasoro-Algebra. Da der Vektor €2 kein Vakuum-Vektor ist, konnen wir in
diesem Fall nicht die DHR-Theorie zu Hilfe nehmen, um die Fusionsregeln dieser
Sektoren zu bestimmen. An dem Charakter dieser Darstellung der Stromalgebra

)= 0 Y 0= )Y

sehen wir wieder, dass in dieser Darstellung ausschliesslich die Sektoren [( +-) |
enthalten sind. Folglich sind genau die Sektoren der Virasoro-Algebra in den
beiden Sektoren der Strom-Algebra enthalten, die eine endliche asymptotische
Dimension haben (siehe Unterabschnitt 2.1.2).

Das Ziel dieser Arbeit wird es sein, Fusionsregeln fiir das Produkt [ | x [ |
iiber den obigen Fall € N hinaus zu berechnen. Wir werden hier bis zu
dem Fall € (-N ) € R vordringen, es jedoch nicht bis zum allgemeinen
Fall € R schaffen. Hierzu werden wir im néichsten Kapitel Zusténde
untersuchen, die zu gegebenen Sektoren der Virasoro-Algebra gehoren und mittels
positiver Abbildungen aus dem Vakuum erzeugt werden.

3.2 Zustiande auf A

Fiir eine Eichtransformation mit kompaktem Triger ist nach Bemerkung 3.3
der Automorphismus  |B ein DHR-Endomorphismus auf der Stromalgebra B.
Sei  der Vakuumzustand. Der zu dem DHR-Endomorphismus  |B assoziierte
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Zustand = o |B auf der Algebra B induziert durch Einschrinkung den
Zustand | A auf der Algebra A. Der zu dem Zustand |A gehérende DHR-
Endomorphismus auf den Observablen ist jedoch nicht die Einschrinkung |A,
da das Bild  (A) im Allgemeinen keine Teilmenge der Observablen ist.

Zunichst beschreiben wir die Wirkung des Endomorphismus  |B durch den

Satz 3.4. R —
R —

() = e[ )

R

Beweis. Wir berechnen zunichst die Wirkung des Endomorphismus auf einem
normalgeordneten Produkt zweier Fermi-Felder. Wir benutzen die Definition der
Normalordnung der Fermi-Felder. Dann wird der Grenzwert durch Hinzufiigen
eines Terms proportional zu A( — ) auf den Feldern ausgefiihrt:

Coa0 = Yam| O O O O-580-) |

Wenn wir nun () an der Stelle = Taylor-entwickeln und beriicksichti-
gen, dass in der Gruppe SU(2) das Komplex-Konjugieren identisch ist mit dem
Transponieren und Invertieren, fallen die Summanden, die nur von und nicht
von abhéngen, wegen der Zyklizitit der Spur weg, und es bleibt der zu —
proportionale Teil:

Sim(AC =) (O - )= )0

Die letzte Gleichung folgt mit der Produktregel der Differentiation aus der Iden-
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titdt = id. Dieses setzen wir nun in die Definition des Stromes ein:
()= [X O 6 90
R
1
- /X <>(Z O O 045 )())
R
1
R R Y
R
|
Mit diesem Satz konnen wir nun die Wirkung des Endomorphismus auf
den Observablen untersuchen. Hier gilt der
Satz 3.5. R— R
B

()= 0= =4[ « )

Beweis. Ganz analog zum ersten Teil des Beweises des Satzes 3.4 folgt hier fiir die
Wirkung auf dem normalgeordneten Produkt zweier Strome aus der Definition
der Normalordnung mit Hilfe der Taylor-Entwicklung:

: ) =

1
—5- ( + + ) (3.3)
1
— 2
L w2
wobei wir die Abkiirzungen = Sp( ) und := Sp( ) mit
einer Basis  der Lie-Algebra su(2) benutzt haben. Die Metrik ist die Cartan-
Metrik = Sp( ), und die Strukturkonstanten sind durch =
Sp(] ] ) definiert. Aus den fiir € su(2) gruppentheoretisch her-
leitbaren Identitéten
se(l I D) = —=26pC )Sp( )=Sp( )Sp( )
Sp( ) =
= —Sp(] I )
= 2 - )
1
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folgt fiir den zweiten Summanden in der Formel (3.3)

+ + = + +2

+2

DN =

Um den dritten Summanden in der Formel (3.3) weiter vereinfachen zu kénnen,
benétigen wir zusétzlich die Identititen

= Sp(| Il )
aus denen die Gleichung
+2 = — +2
fiir den dritten Summanden folgt. Damit ergibt sich die Wirkung des Endomor-
phismus:
( ) = Do
N 1 5 1
2 2
1
e - )
Hieraus erhalten wir mit dem Theorem 2.5 die Behauptung. |

Aus Satz 3.5 folgt, dass das Bild der Observablen unter dem Endomorphismus

im Allgemeinen keine Teilmenge der Observablen ist und somit der DHR-
Endomorphismus zu dem Zustand | A ersteinmal nicht explizit zugénglich ist.
Relativ leicht ldsst sich jedoch die gemifi Definition 2.19 zu dem Zustand | A
gehorende positive Abbildung finden: Die Mittelung iiber die globale Eichgruppe
SU(2) definiert eine positive, lineare Abbildung

B A H/()

wobei das Haar-Ma#f} ist.

Lemma 3.6 (Eigenschaften von ).
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A=
Beweis.

1. ist wohldefiniert: Sei € B.

()= | [ O

= ()

Also bildet in die Fixpunkte der Stromalgebra B unter der globalen Eich-
symmetrie SU(2), und damit in die Observablen A ab.

2. ist positiv: Dieses folgt sofort aus der Definition des Bochner-Integrals
[Boc33] und der Positivitit des Haar-Mafles.

3. ist linear, da das Bochner-Integral und  linear sind.

4. ist beschriankt: Sei € B.

O =1/ O
Ji o)
i/

da  ein Algebrenautomorphismus ist. Also folgt: || || = 1.

IN

IN
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5. |A=1id : Fiir eine Observable € A gilt:

=[O

Definition 3.7. R —
A= A = o ()

Lemma 3.8 (Eigenschaften der Abbildung ).

€ A( )
cA( )
( )= ()
Beweis.
1. Die Abbildungen und  sind positiv und linear.
2. Seien  in  lokalisiert und € A( )und , €A( ).

= [ CC
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Definiere den Zustand auf A durch:

Hier ist entscheidend, dass das Vakuum invariant unter den globalen Eichtrans-
formationen  und damit auch unter der Abbildung ist.
Hiermit kénnen wir nun die Fusionsregeln berechnen:

Satz 3.9.

Beweis. Die Abbildungen und seien die mit Definition 3.7 den loka-
len Eichtransformationen zugeordneten Abbildungen. Diese erfiillen wegen Lem-
ma 3.8 die Bedingungen in Theorem 2.21 und sind somit die eindeutig zu den
Zustédnden beziehungsweise assoziierten positiven Abbildungen. Fiir die
Verkettung dieser beiden Abbildungen kénnen wir nun folgende Identitdt nach-
rechnen:

Hieraus folgt mit Theorem 2.26 und der Definition des Produktes von Zusténden
die Behauptung. [ |
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3.3 Spezielle Eichtransformationen

Bevor wir den Satz 3.9 anwenden kdnnen, beno6tigen wir weitere Informationen
iiber die Wirkung der Endomorphismen auf den Erzeugenden der Observa-
blenalgebra. Um die entsprechenden Rechnungen zu vereinfachen, beschrinken
wir uns im Folgenden auf den Spezialfall der lokalen Eichtransformationen

:( ;! ) (3.4)

mit der reellen Funktion : R — R +— — log—. Diese liefern, wie wir
im néchsten Kapitel sehen werden, alle Sektoren der Cartan-Unteralgebra und
der Virasoro-Algebra. Anhand der Bemerkungen 3.2 und 3.3 sehen wir, dass
die Automorphismen | nicht lokalisiert sind. Sie sind jedoch auf der Cartan-
Unteralgebra und der Virasoro-Unteralgebra asymptotisch lokalisiert, das heifit
lim ( ,0 )= )()=0undlim ( ,0 )= )()=0,wie wir in Satz
3.10 und Satz 3.11 sehen werden. Wir wihlen dennoch diese Eichtransformatio-
nen, da sie den Vorteil leichter Rechnungen haben.

Wir iibertragen nun die Ergebnisse aus dem vorherigen Abschnitt fiir die Wir-
kung des Automorphismus auf den Spezialfall der oben angegebenen lokalen
Eichtransformationen.

Satz 3.10.

() = 4o

V2

Beweis. Die Behauptung folgt sofort aus Satz 3.4, wenn wir beriicksichtigen,
dass und  mit kommutieren. [ |

Satz 3.11.

() = 42 +2i

Beweis. Die Behauptung folgt aus

= V2 und

mit Satz 3.5. |

Um die Wirkung des Automorphismus  auf den unbeschrinkten Operatoren
zu berechnen, benétigen wir zunéchst das
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Lemma 3.12.
e N =2
ez [ =
R
Beweis.

1. Diese Behauptung folgt sofort aus ( )=

2. Seizundchst € N. Dann hat die Funktion () = — einen ( +1)-

n

fachen Pol an der Stelle = — Da der Grenzwert lim () ver-
schwindet, folgt aus dem Residuensatz:

| = 2Rt o)

R
1
= -2 —!hm—(l—i- )
=0

Wegen der Identitit ()= (- ) folgt die Behauptung auch fiir den
Fall - € N.

Seinun =0.

P
Il
—
-
E —
|

_/1
I

Hiermit haben wir die Behauptung fiir alle € Z gezeigt.

|
Satz 3.13.
= ()
L) = V2
Beweis. Die Behauptung folgt mit dem Lemma 3.12 aus Satz 3.10. |
Satz 3.14. =-( )

L) = +V2 o+

Beweis. Die Behauptung folgt mit dem Lemma 3.12 aus Satz 3.11. [



3.4 Sektoren der Zustande 45

3.4 Sektoren der Zustiande

Nun gilt es zu kliren, in welchem Sektor der Zustand | liegt. Betrachten wir
zundchst den Zustand | als Zustand auf der Cartan-Unteralgebra! Thre Sektoren
sind durch die Eigenwerte des in der Cartan-Unteralgebra zentralen Operators

:= — charakterisiert. Aus Satz 3.13 folgt: () = . Mit Satz 3.10 und
Theorem 2.26 sehen wir, dass die zu den Zustéinden  gehdérenden Sektoren der
Cartan-Unteralgebra die Fusionsregeln

[ JdxD =1 o o Wl=1 )]

erfiillen. Dieses sind gerade die Fusionsregeln, die wir in Abschnitt 3.1 mit Hilfe
der DHR-Theorie fiir € Z hergeleitet haben. Jetzt wissen wir allerdings, dass
sie fiir beliebige € R gelten. Zu jedem Sektor der Cartan-Unteralgebra kénnen
wir also einen dazugehdrigen Zustand | finden.

Wenden wir uns nun dem Zustand _ als Zustand auf der Virasoro-Algebra
zu! Bei gegebener zentraler Ladung werden die Sektoren eindeutig durch den Ei-
genwert  des Grundzustandsvektors beziiglich des Operators  charakterisiert
(siehe Unterabschnitt 2.1.2). Das Vakuum € ist invariant unter der konformen
Gruppe und unter den globalen Eichtransformationen, deshalb vernichten die
Operatoren und das Vakuum. Also folgt aus Satz 3.14 fiir den Erwar-

tungswert des Operators : ()= . Da die Abbildung _ ein Algebren-
homomorphismus ist, gilt insbesondere ()= ( ) . Daraus folgt fiir die
Varianz des Operators  im Zustand : ( )— _( ) = 0. Die Zahl

ist also der Eigenwert des Operators  in diesem Zustand.
Es bleibt noch zu zeigen, dass der Zustand | ein Grundzustand ist: Sei
e N.

L= (L0 L0
= e
= | 2 +v2 9]
= 0

denn  vernichtet das Vakuum, da es ein Grundzustand ist, und  vernichtet das

Vakuum, da  wegen Formel (2.8) ein Absteigeoperator beziiglich des Operators
ist. Also ist _ der Grundzustand im Sektor zu = . Durch Wahl des

Parameters > 0 konnen wir alle Sektoren der Algebra A priaparieren.

3.5 Fusionsregeln

In diesem Abschnitt versuchen wir, fiir zwei beliebige Sektoren [ ] und [ | die
Fusionsregeln zu berechnen. Zunéichst wihlen wir die lokalen Eichtransforma-
tionen und vom Typ (3.4) so, dass sie die richtigen Sektoren erzeugen:
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[ .] =[ ] Die Parameter der lokalen Eichtransformationen  miissen also

die Bedingung = +/ erfiillen. Um dafiir die kontinuierliche direkte Summe
aus Satz 3.9 berechnen zu koénnen, untersuchen wir den Zustand niher.
Fiir den entsprechenden Endomorphismus gilt der
Satz 3.15. R —

S

= V2 [(+ (1= ) Ve (T - )
1

t— o+ +2 (-1 1)

Um das sehen zu konnen, benotigen wir zunéchst einige Hilfssétze.

Lemma 3.16. <

( ) = (| =1 1) +v2( - )
Beweis. Fiir die Kommutatoren kann man die Identitidten

[ ] = —2sin( )
[ ] = 2sin( )
[ ] =0

nachrechnen und erhilt damit

Sp( )
= Sp( ) + Sp( I
= Sp( )
+2 sin( ) (- Sp( )+ Sp( )

Nun kann man fiir die Spuren die Identitéten

A0S 7o)

Sp( ) = V2
Sp( ) = —V2
Sp( ) = | | =1 |
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nachrechnen, und es folgt die Behauptung. |
Lemma 3.17.
«c e ) )
= V2 [+ Q-1 Ve (T - )
Beweis.
O A S +
= V2 ( + ) (3.5)

Dieses setzen wir in die Spur ein und erhalten mit Lemma 3.16 die Behauptung. B

Lemma 3.18.

Beweis. Mit Formel (3.5) folgt:
sp(C )C ) C ) ) )

= -2 ( Se( )+2 Sp( )+ Sp( )
Aus Lemma 3.16 folgt damit die Behauptung. |
Beweis des Satzes 3.15. Aus Satz 3.5 folgt:
()= —=5spC JC ) )
1
-7 ) )0 )
Hier brauchen wir jetzt nur noch die Formeln aus Lemma 3.17 und Lemma 3.18
einzusetzen, und wir erhalten die Behauptung. [ |
Folgerung 3.19. € €eZ
()= =20+ [~=11)) +
+2 ( — )+ (3.6)
+(+ +2 (=11
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Beweis. Die Behauptung folgt sofort aus Lemma 3.12, wenn wir zusétzlich die
Identitét

beriicksichtigen. |
Fiir den Spezialfall =+ ,alsofir =0oder =0, folgtaus Satz
3.15:

() = +VA %) +5( &)
()= +VA( ) +( %)

Dies sind gerade die Abbildungen aus Satz 3.14 fir = 4+ , das heifit in
diesem Fall gilt: = 1, - Wegen Satz 3.9 kennen wir also bereits einen
Teil der Fusionsregeln, und zwar wissen wir, dass die Sektoren [( £ ) ] in dem
Produkt [ | x| ]enthaltensind: [ |x[ |>[( + )]®[( — )]

In der Folgerung 3.19 ist der Operator  allgemein fiir € R formal definiert

durch
-[) o

Fiir den Fall € Z kann man jedoch nachrechnen, dass die Norm von Vektoren der
Form  divergiert. Dies ist dadurch begriindet, dass der Integralkern (—)
keine zuldssige Testfunktion mehr ist, denn die Grenzwerte fiir — oc und fiir

— —oo stimmen nicht iiberein. Die Operatoren  mit ¢ Z liegen also nicht
in der Stromalgebra, und der Vektor €2 liegt nicht in ihrem Definitionsbereich.
Deshalb miissen wir uns im Folgenden auf den Fall € Z, das heifit 2 € N
beschrinken.

Mit Folgerung 3.19 kénnen wir nun zwar den Zustand fiir ein beliebiges
Element der Virasoro-Algebra berechnen, man sieht der Formel (3.6) jedoch nicht
an, in welche Sektoren uns der Zustand fiihrt. Um diese Frage beantworten
zu konnen, bemerken wir, dass sich der Zustand in eine konvexe Summe
von Zustdnden zerlegen ldsst. Er ist also in der Regel ein Gemisch von reineren
Zustdnden, und wir werden spiter diskutieren, ob diese tatséchlich rein sind.

Satz 3.20 (Zerlegung des Zustandes ).

- 2= ( Q Q) (3.7)
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Bemerkenswert an dieser Zerlegung ist die Tatsache, dass nur die Gewichte von
abhingen, nicht aber die Zusténde
Um diesen Satz beweisen zu kénnen, bendtigen wir einige Hilfssétze:

Lemma 3.21 (Implementierung von Automorphismen). A €
€ C € c

Beweis. Sei : R — su(2) eine beliebige zulissige Testfunktion. Dann gilt:

SO = (Z/ )
-3/ ) X U
-/ ) X0
zz/;

:2/

= Ado (())
Hierbei wurden die exponentierten Vertauschungsrelationen (2.5) der Strome mit
den Feldern benutzt. |
Lemma 3.22. eEN € {0 -1}

[ Q=0+ -) Q
Beweis. Vollstindige Induktion. = 0:
[ Q0 =(V2 + )2 = Q
-1—=
[ Q = (- +1) Q+(WV2 + ) Q
= (( +1) + (= +1) Q +V2 10
= (+D(-) @
Die Induktion bricht bei — 1 ab, da fiir groflere Werte von  der Vektor

2 die Bedingung > aus Lemma 2.9 nicht mehr erfiillt und somit
verschwindet. [ |
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Lemma 3.23. €N € {0 }

IN

Beweis. Vollstdndige Induktion nach . Fiir = 0 ist die Aussage offensichtlich
richtig. — +1: Es gilt

- + )
[ Q= [ 2
(=) =)
T 1!
- ( +| - )l 0
(- =D =)
wobei die Induktionsvoraussetzung und Lemma 3.22 benutzt wurden. |

Beweis des Satzes 3.20. Das Element € SU(2) lésst sich in ein Produkt

zerlegen, wobei

= , = und =
gewdhlt werden miissen. Aus Lemma 3.21 folgt dann mit =

= oAd ,o
= () ()

Mit Satz 3.4 konnen wir die Wirkung des Automorphismus auf den Opera-
toren und  berechnen:

() =D
() = +V2

Im Zustand wirkt der Operator () auf den Vakuumvektor Q :

()Q
= exp(  ( Nexp( ( )Nexp( ()@
= exp (_(—1) )exp <\/§_ )exp (_ )exp (_(—1) )Q
= exp (\/5_ )exp ( (-1 )Q
1

3

(=) (1) g
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Die Exponentialreihe bricht bei = 2 ab, da fiir groflere Werte von  die
Bedingung > fiir den Vektor Q0 nicht mehr erfiillt ist und er somit
nach Lemma 2.9 verschwinden muss. Fiir den Zustand folgt:

= ( ()e (1))
1

[
g
0
0
=
o)
o)

In der Doppelsumme tragen nur die Diagonalelemente bei, da nach Lemma 2.8
unterschiedlich geladene Vektoren senkrecht aufeinander stehen und mit € A
auch der Operator () die Cartan-Ladung eines Vektors nicht verdndert.

An der Formel (3.7) sieht man sofort, dass die Funktionale positiv und
linear sind. Aus Lemma 3.23 folgt, dass sie normiert und damit Zusténde sind.
|
Wir haben somit zwei Mdoglichkeiten, die Zustéinde auf einem gegebenen
Operator zu berechnen: Auf der einen Seite kénnen wir ihre Definition 3.7 be-
nutzen. Da jedoch die Zustinde nicht von abhéngen, haben wir auch die
Moglichkeit, mit Hilfe der Folgerung 3.19 den Zustand = o auf ei-
nem gegebenen Operator zu berechnen und das Ergebnis nach Termen der Form
()| | | , eventuell unter Ausnutzung der Identitit | | +| | =1,
zu ordnen. Der Koeffizient des Terms ()| | | | ist dann der Wert des

gegebenen Operators auf dem Zustand

3.6 Die Zustinde ()

Nun haben wir uns schon recht nahe an die endgiiltige Berechnung der Fusions-
regeln herangetastet. Zunéchst bestand die eigentliche Aufgabe darin, die konti-
nuierliche direkte Summe iiber die von den Zusténden erzeugten Sektoren
zu berechnen. Da wir diese Zusténde in eine konvexe Summe anderer Zustinde
zerlegt haben, die nicht von dem Gruppenelement € SU(2) abhéngen, reicht
es jetzt aus, die direkte Summe dieser endlich vielen von den Zustinden
erzeugten Sektoren zu berechnen. Wir haben also die
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Folgerung 3.24.

[ Ix[ 1 = U]

In diesem Abschnitt wollen wir nun die Zusténde ndher untersuchen um
herauszufinden, zu welchen Sektoren sie gehdren. Da die Sektoren der Virasoro-
Algebra durch ihre Grundzustandsenergie indiziert werden, berechnen wir zu-
néchst die Energie der Zusténde

Lemma 3.25 (Energie der Zustinde () ).
(+ -)+ @2 -)

Beweis.

)
)

Lemma 3.26.

Beweis. Zunichst berechnen wir

()= =J o Q)+

(+ )2 +( + ) —v20 + V22
—V2( 4+ )2 V2 2 4+ )2 —2v2( 4+ )2
)

Hieraus folgt mit Lemma 3.25 die Behauptung. |
Die Zustiande sind also Eigenzustinde des Operators
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Nun kehren wir zuriick zu der Frage, zu welchen Sektoren die Zusténde
gehoren. Aus Lemma 3.25 kennen wir bereits ihre Energie; auflerdem vermuten
wir, dass sie rein sind und somit zu genau einem Sektor gehéren. Da die Sekto-
ren der Virasoro-Algebra aber durch ihre Grundzustandsenergie indiziert werden
(siehe Unterabschnitt 2.1.2), versuchen wir im Folgenden herauszufinden, welche
Anregungsenergie die Zustéinde haben, um auf ihre Grundzustandsenergie
und damit auf den dazugehorigen Sektor schlieflen zu kénnen:

Satz 3.27. 2 - )

Beweis. Essei = | ein Element der Virasoro-Algebra, das die Anre-
gung eines Vektors um den Wert A := > > 0 erniedrigt. Der Zustand

sei mindestens A-fach angeregt: ( ) 0. Es ist also die Ungleichung
A< (2 — ) zu zeigen.

Der Operator

()= +V2( + ) +(C+ ) |
erniedrigt die Anregung eines Vektors um den Wert  und lésst seine Cartan-
Ladung unveridndert. Der Operator () erniedrigt die Anregung eines Vek-
tors um den Wert A und l&sst seine Ladung ebenfalls unverdndert. Der Vektor

() hat also die Ladung — wund die Anregung 2 — A. Damit der
Vektor nicht verschwindet, muss nach Lemma 2.9 die Ungleichung <2 —A
und damit auch A <2 - = (2 — ) erfiillt sein. [

Bereits in Abschnitt 3.5 haben wir gesehen, dass die Sektoren [( + ) ] und
[( — )] in den Fusionsregeln zu dem Produkt [ ] x [ | auftauchen. Dieses
wird bestétigt durch die

Folgerung 3.28.

[+ )l =)l

Wir wissen jetzt also, dass die Zustéinde zu einem oder mehreren der
Sektoren [ Jmit =( + — ) ( + — ) +1 ( + — )+ (2 -
) gehoren. Im Folgenden werden wir sehen, dass der Sektor [( + — )]

tatséchlich auftritt. Bevor wir das jedoch beweisen kénnen, ben6tigen wir wieder
einige Hilfssitze:

Lemma 3.29. eEN | Q| =1

Beweis. Vollstindige Induktion nach : Der Fall =0 ist klar.
— 4+ 1: Hier bemerken wir zunéchst, dass der Vektor Q
die Energie und die Ladung — trigt und somit von dem Operator
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wegen Lemma 2.9 vernichtet wird. Wir konnen also im Folgenden das Produkt

durch den Kommutator | | ersetzen. Es gilt:
I Q]

- © Q)

= (@ [ ] Q)

= (Q (V2 +2 +1) Q)

= (© (V2(=v2 ) +2 +1) Q)

= (@ )

=1
nach Induktionsvoraussetzung. |
Lemma 3.30. EN EN

[ ) | = =2 (- +1)

Beweis. Die Behauptung folgt sofort mit Satz 3.14 aus den beiden Kommutato-
ren

[ ] = und

|
Nun kommen wir zu dem eigentlichen Satz:
Satz 3.31. 0 =0 2
-0+ =)
Beweis. Sei zundchst 0 < < . Wir definieren den Operator
L =
Die Vektoren ( ) ? mit €N tragen for-
mal die Energie =-2( — )—14+>. (2 —1)= —2 und die Cartan-
Ladung = — + 1, erfiillen also wegen < die Bedingung > aus

Lemma 2.9 nicht und verschwinden deshalb. Mit dieser Bemerkung fiithren wir
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nun folgende Berechnung durch:

—I ) ( 0 ) 1 |l
=4 —I ) ( ) Q1
=4 —I N ) ] Qf

Wegen obiger Bemerkung kénnen wir die Produkte ( )
durch Kommutatoren | ( ) | ersetzen und damit Lemma
3.30 weitere ( — 1)-mal anwenden. Wir erhalten also mit Lemma 3.29:

(L L )=(2 ) —— 0
fiir den nicht-trivialen Fall 0.

Fiir den Fall < 2 bemerken wir mit Satz 3.20, dass der Zustand
von nur iiber die Betragsquadrate | | und | | abhingt. Der Zustand
kann also auch von dem Koeffizienten 2 vor den Termen

und aus Folgerung 3.19 nur quadratisch abhéngen. Damit ist der Zu-
stand invariant unter der Ersetzung = > und — o=
Entsprechend haben wir wegen Satz 3.20 die Identitét = und damit
folgt aus dem ersten Teil dieses Beweises: [ ] =| (= - + )1
Also gilt die Behauptung fiir alle mit 0 < <2 . |

Wenn wir dieses Ergebnis nun in Folgerung 3.24 einsetzen, erhalten wir schlief3-
lich (fast) die erwarteten Fusionsregeln:

Folgerung 3.32. [ ] [ ]
2 eN €ER

[ Ix[ ] = @I + — )]

Diese Fusionsregeln haben nicht ganz die von uns erwartete Form der SU(2)-
Fusionsregeln (siche Formel (3.1))

sondern enthalten im Fall zusétzlich die Sektoren [( + — )] fiir
=2 —-12 =2 >+ . Diese Sektoren sind in den SU(2)-Fusionsregeln
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nicht enthalten, da der Betrag | + — |= — — kleiner ist als der Betrag
| — | Diese Fille konnen durch die Wahl < ausgeschlossen werden und
sind dann mit der erwarteten SU(2)-Regel konsistent. Thre Herkunft werden wir
im Abschnitt 3.8 ndher untersuchen.

Uber Satz 3.31 hinaus wissen wir, dass der Zustand im generischen Fall
ein reiner Vektorzustand ist, denn wir haben den

Satz 3.33. [ ]

Beweis. Sei H der Vektorraum der Vakuumdarstellung der SU(2)-Stromalgebra
B. Dann ist die Darstellung des Zustandes auf dem zyklischen Unterraum

X = (A) ) C H realisiert. Da der Operator () fiir ein beliebi-
ges Element € A die Cartan-Ladung eines Vektors nicht verdndert, liegt der
Unterraum X sogar im Eigenraum H  des Operators := — zum Eigen-

wert — . An dem Charakter der Vakuum-Darstellung der Stromalgebra B (siehe
Formel (3.2)) konnen wir die Beitrige zu dem Eigenwert = — ablesen:

Sp_( )= O >, - )

Mit Hilfe dieser Formel berechnen wir nun den Charakter der Darstellung
der Virasoro-Algebra auf dem Hilbertraum H

o, () = s )

Im Fall 4+ — & -Z ist dieses gerade der Charakter der
Virasoro-Algebra mit zentraler Ladung = 1 aus Formel (2.2) zur irreduziblen
Darstellung mit Grundzustandsenergie = ( + — ) . Der Automorphismus

ist also eine irreduzible Darstellung der Virasoro-Algebra auf dem Hilbert-
raum 4 . Da der Unterraum X C H  nicht trivial ist, muss er den Darstel-
lungsraum ausschopfen: X = H . Also haben wir fiir diesen Fall die Behauptung:

1=+ =)
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Fiir den anderen Fall 4+ — € -Z konnen wir weiterrechnen:

S ()= ()

Der Automorphismus ist also eine reduzible Darstellung der Virasoro-Alge-
bra auf dem Hilbertraum H ., und der Unterraum X kann ein echter Unterraum
sein. Wir wissen jedoch, dass nur die Sektoren zur Grundzustandsenergie =

mit € Z auftreten konnen. [

Der Grundzustandsvektor der Darstellung ist der Vektor
Q

da er Eigenvektor des Operators () zum Eigenwert ( + — ) ist und
von Operatoren () mit € N wegen Lemma 2.9 vernichtet wird. Der
Vektor Q0 entspricht also dem Vektor |[( + — )))
in der Verma-Modul-Darstellung aus Unterabschnitt 2.1.2.

Folgerung 3.34. + - ¢-Z 2 -)

Beweis. Dieses folgt, da der Vektor 2 ein Vektor in dem Darstellungsraum

‘H  der irreduziblen Darstellung ist und wir die Energie des Zustandes
aus Lemma 3.25 kennen. |

Den Vektor |z), der zu dem Vektorzustand gehort, konnen wir wie folgt
berechnen: Der Vektor |x) liegt in dem Unterraum des Vermamoduls
zur Grundzustandsenergie ( + — ) . Dieser Unterraum ist ein ( (2 — ))-
dimensionaler Vektorraum, wobei () die Anzahl der ungeordneten Partitionen
der Zahl angibt. Die Vektoren | ) seien eine Basis dieses Unterraumes, in der
der Vektor |z) durch die Koeffizienten () dargestellt werde. Die Operatoren
erhohen die Energie eines Vektors gerade um die Anregungsenergie (2 — ) des
Zustandes . Die Koeffizienten finden wir, indem wir das Gleichungssystem,
das aus den ( (2 — )) Gleichungen

( o () Q)= ¥ 0 D

besteht, 16sen. Dann kénnen wir den Zustand durch = 2 darstellen.
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3.7 Beispiele

In diesem Abschnitt berechnen wir einige der Vektoren, die zu den Zustéinden
gehoren. Wir verwenden dabei jedoch nicht die Folgerungen aus Satz 3.33,

sondern setzen den Zustand allgemein mit einer Dichtematrix an. Die Er-
gebnisse bestéitigen dann die Folgerung 3.34.

Die Dichtematrix , die zu dem Zustand gehort, operiert auf dem di-
rekten Produkt der Verma-Moduln ~ mit € R (siehe Unterabschnitt 2.1.2).
Da der Zustand wegen Lemma 3.25 scharfe Energie hat, wirkt die Dichte-
matrix nur auf den Unterrdumen der Verma-Moduln mit € N und
Gesamtenergie + = ( + + ) + (2 — ) nicht-trivial. Auflerdem ist

wegen der maximalen Anregung (2 — ) des Zustandes aus Satz 3.27 die
Grundzustandsenergie  nach unten durch ( + — ) beschrinkt. Die Dich-

tematrix wirkt somit hochstens auf den Unterrdumen ,

, , nicht-trivial und hat damit die Gestalt

wobei die Matrizen auf den Vektorrdumen operieren.
Der Fall =0 — der Sektor [ | ist der Vakuumsektor — ist trivial, da hier der
Automorphismus die Identitét ist, und die Fusionsregeln lauten: [ | x [0] =
[ ]. Dieser Fall sei im Folgenden ausgeschlossen.

Um fiir gegebene Parameter , und die Dichtematrix und damit
den Zustand bestimmen zu konnen, benotigen wir also ein System von
> (dim ) Gleichungen. Diese erhalten wir, indem wir fiir hinreichend

viele geeignete Elemente  der Virasoro-Algebra die Gleichung

—p (@ () Q)= ()=sp ) (39)

berechnen. Mit diesem Gleichungssystem konnen wir dann die Eintriige der Ma-
trizen und damit auch die Dichtematrix bestimmen.

Anhand eines Beispieles fiir = - und =1 erkldren wir im Folgenden, wie
wir diese Gleichungssysteme fiir verschiedene Werte von ~ und mit Hilfe von
Maple 16sen konnen. Als Operatoren , fiir die wir obige Gleichung berechnen,
wéhlen wir id, , , , und
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Wir laden die benétigte Erweiterung ,linalg® und definieren den Parameter
als die Grundzustandsenergie in dem von uns fiir den Zustand _  erwarteten

Sektor.

Dieses sind die Erwartungswerte der obigen Operatoren in dem Zustand  , die

wir mit der Definition dieses Zustandes aus Satz 3.20 berechnet haben.
Wir setzen die Dichtematrix als allgemeinste Dichtematrix der Form (3.8)
an:

.= DA O+
A O+

| |
o+ 1) +1 +
| +2)( +2

und berechnen die Koeffizienten der Parameter  in dem Ausdruck Sp( = )
fiir die jeweiligen Operatoren

Wegen Formel (3.9) wissen wir, dass der Vektor r die Gleichungen = ( r)
fir =1 6 erfiillen muss, und kénnen ihn bestimmen, indem wir das Glei-

chungssystem x = Ar l6sen:



60 Kapitel 3. Das Modell der SU(2)

Als Ergebnis liefert Maple den Vektor

e 16 +24 +9

B <@ (1+12 +4 +6 +13 )
-1 8 +18 +9
48 (2 45 +4 +1)
-1 8 +18 +9

48 (2 +5 +4 +1)
1 4

+12 49
00
48 ( +2 +1) )

Die Sektoren [ + 1] und [ + 2] kommen also nicht vor, und wir konnen die
Dichtematrix  als 2 x 2-Matrix in der Basis | ), | ) darstellen:

Wir berechnen die Eigenvektoren dieser Matrix:

Als Ergebnis liefert Maple die beiden Vektoren (1 —7) zum Eigenwert 1
und (1 2 + 1) zum Eigenwert 0. Der Zustand _  ist also ein Vektorzustand zu

dem Vektor | ) —

ein 2-fach angeregter Vektor mit Grundzustandsenergie = (3 24+ —1) ist.
Die Ergebnisse dieses Programms fiir andere Werte von ~ und  stellen wir
im Folgenden vor:

| ), der — genau wie wir erwartet haben —

q
Dieser Fall ist — genau wie = 0 — trivial, da hier der Automorphismus
die Identitdt und der Sektor [ | der Vakuumsektor sind. Die Dichtematrix
ist eindimensional und operiert auf dem Vektorraum . Der Zustand ist
der Vektorzustand ={( | | ), und wir haben die ,,Zerlegung“ =

und damit die Fusionsregeln:

1< 1 > []
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q —
Auch dieser Fall ist trivial in dem Sinne, dass hier nach Folgerung 3.28 die bei-
den Zustéinde _ = (( +—)‘ ‘( +-)yund _ = (( ——)‘ ‘( —-))
+| | , und

Grundzustéinde sind. Die Zerlegung lautet also = |

wir haben die Fusionsregeln:

Dieses ist der erste Fall, in dem nicht alle auftretenden Zustéinde Grundzusténde
sind. Das in Unterabschnitt 3.7.1 beschriebene Programm liefert das Ergebnis
=—( | | ) und schliet somit den laut Lemma 3.25 und Satz 3.27

moglichen Grundzustand des Sektors [+ 1] aus. Die Fusionsregeln lauten:

q —_
Diesen Fall haben wir bereits in Unterabschnitt 3.7.1 erlautert. Das Maple-Pro-
gramm liefert fiir =1 beziehungsweise = 2 das Ergebnis:
B 1
- 12 (2 £2)

S22 =@ 94 2] |

B2 i ea)re £9 [ £9)

und damit die Fusionsregeln

Hier sind die Dichtematrizen der Zusténde und zunéchst (3 x 3) + (2 X
2) + (1 x 1) + (1 x 1)-Matrizen. Das Maple-Programm liefert auch hier wieder
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Vektorzustande
B 1
36 (2 +3)
{(;1 iil%) (2 1i2<( +1) | F( £1)| >¢
(2 iG)(2 1i2<( +1) | F{ £1) | ﬂ
{(;1 i:l))) (2 1i2 C£))F O £1) >>]F

(2 i6)<2 112 i E£D)F | £ >>}

Die Dichtematrix zum Zustand ist eine (5x5)+ (3x3)+(2x2)+(1x1)+
(1 x 1)-Matrix. Da die Rechnungen fiir das in Unterabschnitt 3.7.1 beschriebene
Programm hier zu umfangreich geworden wéren, haben wir diesen Vektor unter
Ausnutzung der Folgerung 3.34 berechnet:

- 1 32 — 74 427

“” > T 16 4 —1)@d -9 <_ 12 ( -1 )
44 —86 +27

T -1 )
42 -3) |)

64 —264 +212 —27
* 6 ( —1)
16 —28 +27

3 -1) )

Damit erhalten wir hier die Fusionsregeln
2Ix[ ] > [ =2)]el( -1]el J&ll +1)]&l( +2)]

Die Beispiele zeigen wieder, dass — wie schon im Anschluss an Folgerung 3.32
bemerkt — an den Stellen 2 € N mit Sektoren in unseren Fusionsre-
geln vorkommen, die nicht in den SU(2)-Fusionsregeln vorhanden sind. Auflerdem
sehen wir, dass die berechneten Vektoren an diesen Stellen nicht existieren, da
dort die Koeffizienten singuldr werden. Dieses war zu erwarten, da nach Satz 3.33
fiir diese Félle der Zustand kein Vektorzustand sein muss. Die Besonderheit
ist darin begriindet, dass fiir Grundzustandsenergien € (-N ) zuzétzliche li-

neare Abhéngigkeiten zwischen den Vektoren der Raume auftreten, die im
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generischen Fall ¢ (-N ) nicht vorhanden sind. Somit ist unser Ansatz in die-

sen Féllen nicht giiltig, da er von zu vielen Dimensionen der Vektorrdume
ausgeht.

3.8 Asymptotische Lokalisiertheit

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Auswirkungen der schon in Abschnitt
3.3 bemerkten fehlenden Lokalisierbarkeit des Automorphismus _, wegen derer
Lemma 2.25 nicht angewendet werden kann: Die Darstellung = enthélt zwar
genau den gewiinschten Sektor, aber die positive Abbildung _ enthélt dariiber
hinaus weitere Sektoren.

Der Automorphismus  ist ein Bogolyubov-Automorphismus, der fiir Pa-
rameter € -N auf der CAR-Feldalgebra F unitér implementiert ist ([PS86],
Abschnitt 6.3.1):

, = v v (3.10)
Wir zerlegen den Operator ¥ € F mit Hilfe der harmonischen Analyse: Die Ho-
momorphismen : SU(2) = Endc(C ) seien die irreduziblen Darstellungen
der Gruppe SU(2) zum Isospin € -N . Dann definieren wir die harmonischen
Komponenten des Operators ¥ als

=+ [ () @)
Damit haben wir den Operator nach den Darstellungen der Gruppe SU(2) zerlegt:

\IJ:XI:\IZ

Die Spaltenvektoren ( ) transformieren sich fiir jedes € {— — +1
—1 } wie ein SU(2)-Multiplett.
Aus Formel (3.10) und Satz 3.13 folgt, dass der Operator U die Cartan-
Ladung tragt:

Wenn wir die durch die Quantenzahlen und  der Operatoren implizier-
ten Kommutatorrelationen beriicksichtigen, kénnen wir aus obigem Kommutator
auch deren Cartan-Ladung berechnen:

[ | =
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Dieses bedeutet jedoch, dass die Operatoren entweder an der Stelle =
in dem Multiplett ( ) stehen, oder verschwinden, da sie fiir ~ #  keine

Eigenvektoren des Operators ~ zum Eigenwert sein konnen: =
Fiir die Darstellung des Operators U folgt daraus:

>

N

Da wir das SU(2)-Transformationsverhalten der harmonischen Komponenten
kennen:

()= )

konnen wir die Wirkung der positiven Abbildung  auf ein Virasoro-Algebra-
Element € A berechnen:

() = ()

[ )
1
2 +1

()

(v)

2.

=
T X

wobei die positiven Abbildungen

1
ADA o

wieder in die Virasoro-Algebra fiihren, da sie invariant unter den Transformatio-
nen der Gruppe SU(2) sind: o = . Wir untersuchen im Folgenden deren
Sektorzugehorigkeit.

Der Fockraum-Charakter der CAR-Feldalgebra lisst sich in eine Summe zer-
legen:

() = Sp( )
= (1)) O+ - )Y -0

wobei der Operator  die ,elektrische* U(1)-Ladung der U(2) = U(1) x SU(2)-

invarianten Zwei-Fermionen-Theorie misst und die Charaktere und _ zu den
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beiden Darstellungen der Stromalgebra B gehoren. Der Fockraum zerfillt also in
die direkte Summe

Ho=Hno(oH )PHo(@ H )

Da die Vektoren Q0 keine ,elektrische“ U(1)-Ladung tragen und Grund-
zustinde beziiglich des Energie-Impuls-Tensors zu dem , elektrischen* U(1)-Strom
sind — dieses folgt aus der Invarianz der entsprechenden Operatoren unter den
Transformationen  —, kénnen wir sie wegen der obigen Zerlegung des Fock-
Raumes H als Vektoren in der Vakuumdarstellung der Stromalgebra B auffassen.

Wenn wir das Fock-Vakuum auf die Virasoro-Algebra einschrianken, so
zerfillt die GNS-Darstellung der Einschrinkung |A geméf Theorem 2.14 in
die Darstellungen

[ 14 = @c o =]

Da die positive Abbildung durch ein SU(2)-Multiplett in der Darstellung zum
I[sospin implementiert wird, gehort sie nach Theorem 2.16 zum Sektor [ = |,
und a priori tragen zur positiven Abbildung  alle Sektoren mit € +N bei.

Nun betrachten wir die Evaluation der positiven Abbildung im Vaku-
umzustand: = = o . Da wir den Isospin  des Vektors Q  ken-
nen, ist wegen der obigen Zerlegung des Vakuumzustandes nach dem Iso-
spin auch die Grundzustandsenergie = dieses Vektors festgelegt. Wie wir
im Abschnitt 3.4 gesehen haben, hat der Zustand | die Energie  mit ver-

schwindender Varianz. Da dieser Zustand durch die positive Abblidung  er-
zeugt werden kann: = o , wissen wir, dass die Vektoren Q mit

e{- — +1 — 1 } die Energie  haben, wenn sie nicht verschwin-
den. Insbesondere gilt dieses fiir den Vektor 2 mit Cartan-Ladung . Geméif

Lemma 2.9 verschwinden deshalb die Vektoren 2 mit Isospin . Da wir
aus diesen Vektoren jedoch mit Hilfe des Absteigeoperators die anderen Vektoren
des Multipletts bekommen koénnen, miissen auch diese verschwinden:

vV €-N v o Q =0
Damit kénnen wir den Zustand  schreiben als = o . Die Sektoren
zu Grundzustandsenergien = mit € -IN | die in der positiven Abbildung

, aufgrund der fehlenden Lokalisierbarkeit vorhanden sind, tragen also zum
Zustand | nicht bei, was auch wegen der Ergebnisse im Abschnitt 3.4 nicht
anders zu erwarten war.
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Um zu verstehen, warum im Fall in unseren Fusionsregeln unerwartete
Sektoren auftauchen, untersuchen wir den Zustand o néher:

@) = O O

= Y o o

!
-N>,

wobei die positiven Abbildungen ~ * zu den Sektoren [ = | gehéren und
die Fusion der positiven Abbildungen o nach den bekannten SU(2)-
Fusionsregeln erfolgt. Hieran sehen wir, dass die unerwarteten Sektoren nur von
den positiven Abbildungen mit herriihren kénnen, also von Sektoren,
die zu dem Zustand nicht beitragen. Auflerdem kénnen wir auch die Giiltigkeit
unserer Fusionsregeln fiir den Fall <  trotz der fehlenden Lokalisierbarkeit
verifizieren, da hier nur die Sektoren der positiven Abbildung beitragen.
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Abschliessende Bemerkungen

Wir haben fiir zwei Sektoren [ | und [ | der Virasoro-Algebra mit € -N und
€ R die Abschitzung

[ Ix[ ] = DI+ — )]

fiir die Fusionsregeln berechnet. Die fehlende Gleichheit riihrt nicht von unrei-
nen Zustinden, sondern alleine von der bereits im Anschluss an Theorem 2.26
bemerkten Tatsache her, dass ein bestimmter Vektor im Allgemeinen nicht zy-
klisch ist. Diese Fusionsregeln entsprechen im Fall < € -N den erwarteten
Fusionsregeln der Gruppe SU(2). Die fiir den Fall € -N ,iiberzéhligen®
Sektoren riithren von den nur asymptotisch lokalisierten Symmetrietransformatio-
nen her. Wir konnten zeigen, dass sich die Auswirkungen der fehlenden Lokalitat
auf diesen Fall beschréinken.

Im Prinzip ist es moglich, die Sektorzugehorigkeit eines Zustandes der Vira-
soro-Algebra intrinsisch zu bestimmen. In den von uns konstruierten Zustdnden
wird die Kombinatorik jedoch so uniibersichtlich, dass es sich als vorteilhafter
erwiesen hat, auf ihre Realisierungen als Vektorzusténde in einbettenden Hilber-
trdumen zuriickzugreifen.

Aufgrund des in Abschnitt 3.5 erlduterten technischen Problems mit den von
uns gewéhlten speziellen Eichtransformationen fiir Parameter ¢ -  konnten
wir den interessanten Fall, in dem sich die Grundzustandsenergien beider Super-
auswahlsektoren nicht als Quadrat einer halbzahligen Zahl schreiben lassen und
somit beide Superauswahlsektoren unendliche asymptotische Dimension haben,
leider nicht bearbeiten. Wir erwarten, dass auch in diesem Fall alle in der kon-
tinuierlichen direkten Summe in Satz 3.9 auftauchenden Zustinden #quivalent
sind, die einzelnen Zusténde jedoch statt in endlich viele in unendlich viele reine
Zusténde zerfallen. Dann konnten wir analog dem Beispiel der Gruppe SO(2) in
Abschitt 2.5 folgern, dass auch die statistische Dimension dieser Sektoren unend-
lich ist, und hétten damit ein weiteres Beispiel fiir die Hypothese der Gleichheit
dieser beiden Groflen gefunden.

67
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