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1. Einf

•

uhrung

1.1. Hintergrund und Ziel der Arb eit

Die heutige Ph ysik k enn t zw ei fundamen tale Besc hreibungsw eisen der Natur, die allgemeine

Relativit

•

atstheorie Einsteins einerseits und die Quan tenfeldtheorie andererseits. W egen der

k onzeptionellen V ersc hiedenheit b eider Theorien sc heinen alle V ersuc he ihrer V ereinigung

auf abseh bare Zeit zum Sc heitern v erurteilt zu sein. T rotzdem k ann die Un tersuc h ung v on

V orstufen einer solc hen v ereinheitlic h ten Theorie wic h tige Einsic h ten in das Zusammenspiel

v on Gra vitation und Quan tenfeldtheorie liefern.

Eine solc he V orstufe stellt die sogenann te Quan tenfeldtheorie auf gekr

•

umm ten Raumzei-

ten dar, in deren Rahmen auc h die v orliegende Arb eit angesiedelt ist. Es handelt sic h

dab ei um die semiklassisc he Theorie der Quan ten felder auf einem klassisc h b esc hrieb enen

Raumzeit-Hin tergrund. Ihr sp ektakul

•

arster Erfolg w ar die V oraussage einer duc h Quan-

tene�ekte b edingten T emp eraturstrahlung sc h w arzer L

•

oc her durc h Ha wking [9 ] (v ergleic he

auc h die Monographie [34 ]).

Um eine Basis f

•

ur die mathematisc h rigorose Un tersuc h ung dieses E�ektes zu liefern, wur-

den v on B. Ka y in den Arb eiten [15 ], [16 ], [17 ] Grund- und T emp eraturzust

•

ande f

•

ur das

freie sk alare F eld auf b estimm ten Keilregionen der Sc h w arzsc hild-Krusk al-Raumzeit (im

folgenden kurz SK-Raumzeit genann t) k onstruiert.

Ein sc h wieriges Problem im Rahmen der Quan tenfeldtheorie auf gekr

•

umm ter Raumzeit

stellt die Ausw ahl ph ysik alisc her Zust

•

ande des Quan tenfeldes dar. W

•

ahrend im Mink o wski-

raum un ter Zuhilfenahme seiner Symmetrie ein eindeutiger V akuumzustand ausgezeic hnet

w erden k ann, l

•

asst eine generisc he Raumzeit w egen des F ehlens v on Symmetrien ein solc hes

V orgehen nic h t zu.

Ein V orsc hlag f

•

ur ein Kriterium zur Ausw ahl ph ysik alisc her Zust

•

ande, w elc hes auf freie

Theorien auf allgemeinen Raumzeiten angew andt w erden k ann, ist die sogenann te Hada-

mard-Bedingung. Dab ei handelt es sic h um eine Bedingung an das Kurzabstands- bzw.

Ho c henergiev erhalten des Zustandes.

Die Hadamard-Bedingung ist inzwisc hen relativ gut un tersuc h t und v erstanden ([23 ], [19 ],

[28 ], [14 ]) und es gibt w eitreic hende V orsc hl

•

age zu ihrer V erallgemeinerung ([30 ], [1]). Als

not w endiges Kriterium f

•

ur ph ysik alisc he Zust

•

ande ist sie bzw. geeignete V erallgemeinerun-

gen n unmehr un umstritten.

Motivierend f

•

ur die v orliegende Arb eit w ar die Beobac h tung, da� die Hadamard-Bedingung

f

•

ur die zuv or erw

•

ahn ten Zust

•

ande auf der Sc h w arzsc hild-Krusk al-Raumzeit bisher nic h t
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1. Einf

•

uhrung

b ewiesen wurde. Zw ar geb en einem die Arb eiten [5 ] und [14 ] W erkzeuge in die Hand, die

zur

•

Ub erpr

•

ufung der Hadamard-Eigensc haft in k onkreten Situationen v erw endet w erden

k

•

onnen. Diese sind jedo c h nic h t auf die SK-Raumzeit an w endbar: Der in [5 ] gegeb ene Be-

w eis der Hadamard-Bedingung f

•

ur Grundzust

•

ande des freien Sk alarfeldes auf statisc hen

Raumzeiten v erw endet eine Bedingung an die Metrik, die auf der Sc h w arzsc hild-Raumzeit

nic h t erf

•

ullt ist, w eil deren Killing-V ektorfeld am Sc h w arzsc hild-Radius lic h tartig wird, des-

sen Norm also nic h t ec h t p ositiv v on un ten b esc hr

•

ankt ist.

Die in der Arb eit [14 ] gegeb enen allgemeineren Metho den sind ohne w eiteres n ur auf Raum-

zeiten an w endbar, die eine k ompakte Cauc h y-Fl

•

ac he b esitzen, denn sie b en

•

otigen ein Re-

sultat aus der Theorie der Pseudo di�eren tialop eratoren, das { so w eit uns nac h in tensiv er

Literaturrec herc he b ek ann t ist { n ur f

•

ur den F all einer k ompakten Riemannsc hen Mannig-

faltigk eit in der mathematisc hen Literatur b ewiesen wurde. Es handelt sic h dab ei um die

Aussage, da� der Op erator

( � � + V )

� 1 = 2

(� ist der Laplace-Beltrami-Op erator, V aus einer b estimm ten Klasse sk alarer P oten tiale)

ein Pseudo di�eren tialop erator ist.

Da die Cauc h y-Fl

•

ac hen der SK-Raumzeit nic h t k ompakt sind, ist die V erw endung der

Resultate aus [14 ] also zun

•

ac hst eb enfalls nic h t m

•

oglic h.

Ziel dieser Arb eit soll es sein, S

•

atze

•

ub er das V orliegen der Hadamard-Eigensc haft zu b e-

w eisen, die auc h in der ob en gesc hilderten Situation an w endbar sind. Dazu w erden wir zw ei

v ersc hiedene W ege b esc hreiten:

Im ersten T eil der Arb eit w erden wir v ersuc hen, das b esagte, zur An w endung der Metho den

aus [14 ] auf Raumzeiten mit nic h tk ompakten Cauc h y-Fl

•

ac hen fehlende mathematisc he Re-

sultat zu etablieren. Dies gelingt uns un ter b estimm ten Zusatzannahmen, die jedo c h im F all

der SK-Raumzeit aufgrund der Ergebnisse aus [17 ] erf

•

ullt sind. Allerdings hab en wir b ei

der Besc h

•

aftigung mit diesen F ragen in der Bew eisf

•

uhrung aus [14 ], wiederum im Zusam-

menhang mit dem V orliegen einer nic h tk ompakten Cauc h y-Fl

•

ac he, eine L

•

uc k e festgestellt,

so da� deren An w endbark eit in dem uns in teressierenden F all w eiterhin nic h t gekl

•

art ist.

In einem zw eiten T eil der Arb eit w erden wir einen sehr viel direkteren Zugang w

•

ahlen:

Wir v erw enden un ter Zuhilfenahme stark er Resultate aus der mikrolok alen Analysis die

ph ysik alisc hen Grundlagen der Theorie und b ew eisen so, im V ergleic h zum ersten Ansatz

m

•

uhelos, die Hadamard-Eigensc haft f

•

ur Grundzust

•

ande des freien Sk alarfeldes auf stati-

on

•

aren Raumzeiten ohne w eitere Zusatzannahmen.

Im letzten T eil zeigen wir, wie sic h die zuv or en t wic k elten Metho den auf die Zust

•

ande auf

der SK-Raumzeit an w enden lassen. Wir b ew eisen dab ei die Hadamard-Eigensc haft so w ohl

f

•

ur den Grund- als auc h f

•

ur die T emp eraturzust

•

ande aus [17 ].
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1.2. Geometrisc he Grundlagen

1.2. Geometrische Grundlagen

Da wir es in dieser Arb eit h

•

au�g mit Mannigfaltigk eiten zu tun hab en w erden, w ollen

wir in diesem Absc hnitt einige der damit v erbundenen Kon v en tionen, De�nitionen und

W erkzeuge in Erinnerung rufen. Gleic hzeitig dien t dieser Absc hnitt dazu, die in diesem

Zusammenhang v on uns v erw endete Notation zu �xieren.

Mannigfaltigk eiten : Die De�nition einer Mannigfaltigk eit soll hier nic h t wiederholt w er-

den. Wir v erw eisen dazu auf die Standardliteratur. Alle im T ext auftauc henden Mannigfal-

tigk eiten sollen zusammenh

•

angend, parak ompakt (s.u.) und C

1

sein. Raumzeiten hab en

die Dimension s + 1, wir v ersehen sie mit der Signatur 1 � s , b ezeic hnen sie mit M und

ihre Metrik en mit g . Riemannsc he Mannigfaltigk eiten und Mannigfaltigk eiten ohne Metrik

w erden v on uns mit �, ihre Dimension mit n und ihre Metrik en gegeb enenfalls mit 


b ezeic hnet.

Eine Karte einer Mannigfaltigk eit � b ezeic hnen wir mit ( U; � ), dab ei ist U � � und

� : � ! R

n

.

Di�erenzierbare Abbildungen : Sei � eine C

1

-Mannigfaltigk eit. Eine F unktion f : � !

C hei�t C

r

, w enn f

•

ur b eliebige Karten ( U; � ) die F unktionen f ( �

� 1

� ) in C

r

( � U ) liegen.

En tsprec hend nennen wir sie glatt ( C

1

), w enn sie in allen Karten glatt ist.

Durc h analogen R

•

uc kgri� auf die Karten wird auc h allgemeiner die Di�erenzierbark eit f

•

ur

Abbildungen zwisc hen zw ei b eliebigen Mannigfaltigk eiten de�niert.

Zerlegung der Eins : Ein top ologisc her Raum T hei�t parak ompakt , w enn jede

•

Ub er-

dec kung ( U

i

) v on T eine V erfeinerung

~

U

j

b esitzt, die lok al endlic h ist, d.h. zu jedem K b T

i

gilt K \

~

U

i

6= ; n ur f

•

ur endlic h viele Indices i .

Sei � eine C

1

-Mannigfaltigk eit. Eine Zerlegung der Eins auf � ist eine F amilie ( �

i

) v on

F unktionen �

i

2 C

1

0

(�) auf �, so da�

0 � �

i

� 1 ;

X

i

�

i

= 1 :

Ist eine o�ene

•

Ub erdec kung ( U

j

) v on � gegeb en, so hei�t ( �

i

) der

•

Ub erdec kung un terge-

ordnet, w enn es zu jedem Index i einen Index j gibt, so da� supp �

i

� U

j

ist. Zu gegeb enem

( U

j

) k ann eine solc he Zerlegung der Eins immer gefunden w erden.

Ist ( U

j

) lok al endlic h und sind die einzelnen U

i

relativ k ompakt, so �ndet man sogar eine

un tergeordnete Zerlegung der Eins ( �

j

) derart, da� zu jedem Index j supp �

j

� U

j

gilt.

Alle im folgenden auftretenden Mannigfaltigk eiten w erden als parak ompakt angenommen,

und w enn wir v on einer un tergeordneten Zerlegung der Eins sprec hen, dann meinen wir

immer eine in dem eb en erl

•

auterten sp eziellen Sinn.

Pullbac k und T angen tialabbildung : Seien � ; �

0

C

1

-Mannigfaltigk eiten, � : � ! �

0

eine in v ertierbare Abbildung zwisc hen ihnen und f eine F unktion auf �

0

. Dann b ezeic hen

i

` b ' mein t `k ompakte T eilmenge v on'.

7
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•
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wir mit �

�

f den Pullbac k

�

�

f ( p ) := f ( � ( p )) ; p 2 �

v on f nac h �. Den `in v ersen Pullbac k' ( �

� 1

)

�

notieren wir als �

�

.

Ist � di�erenzierbar, so erhalten wir die v on uns eb enfalls mit �

�

b ezeic hnete T angen tial-

abbildung �

�

: T � ! T �

0

v erm

•

oge

�

�

( p; X ) := ( � ( p ) ; X

0

) mit X

0

( f ) := X ( �

�

f ) ; X 2 T

p

� ; f di�erenzierbar.

Die in v erse Abbildung ( �

� 1

)

�

b ezeic hnen wir wiederum mit �

�

.

Indem wir die Dualit

•

at zwisc hen T angen tial- und Kotangen tialraum ausn utzen, gewinnen

wir auc h eine Abbildung �

�

: T

�

�

0

! T

�

�, indem wir f

•

ur alle V ektorfelder X auf � und

alle 1-F ormen A auf �

0

( �

�

A )( X ) := A ( �

�

X ) (1.1)

setzen. Auc h hier b ezeic hnen wir wieder die In v erse mit �

�

.

Wir ho�en, da� die gleic hen Bezeic h ungen f

•

ur v ersc hiedene Abbildungen nic h t zu V erwir-

rung f

•

uhren. Diese Notation hat den V orteil, da� die P osition des � immer die Ric h tung

der b etre�enden Abbildung angibt. W elc he Ob jekte abgebildet w erden, sollte aus dem Zu-

sammenhang ersic h tlic h sein.

In tegration : Ein k onsisten tes, k o ordinaten unabh

•

angiges Leb esgue-In tegral auf einer n -

dimensionalen Mannigfaltigk eit ist f

•

ur n -F ormen gegeb en. Sollen F unktionen in tegriert w er-

den, m

•

ussen diese also zuv or mit einer n -F orm m ultipliziert w erden.

Es b esteh t eine eindeutige Abbildung zwisc hen n -F ormen und sk alaren Dic h ten v om Ge-

wic h t +1. Daher ist auc h durc h eine solc he Dic h te ein In tegralb egri� f

•

ur F unktionen gege-

b en.

Auf einer Riemannsc hen Mannigfaltigk eit (� ; 
 ) existiert eine ausgezeic hnete n -F orm, die

sogenann te V olumenform. Diese b ezeic hnen wir als dV ol




und sc hreib en das b etre�ende

In tegral f

•

ur eine F unktion f als

R

f dV ol




o der

R

f ( p ) dV ol




( p ) um die In tegrationsv ariable

zu k ennzeic hnen.

Hat f T r

•

ager un ter einer Karte ( U; � ) und sind 


ij

( x ) die Komp onen ten v on 
 in den

b etre�enden Ko ordinaten, so ist

Z

f dV ol




=

Z

R

n

�

�

f ( x ) j det( 


ij

)( x ) j

1 = 2

d

n

x;

dab ei ist

R

R

n

das gew

•

ohnlic he Leb esgue-In tegral auf dem R

n

.

Normale Umgebungen, geo d

•

atisc her Abstand : Sei � eine (Pseudo-)Riemannsc he

Mannigfaltigk eit.

8



1.2. Geometrisc he Grundlagen

De�nition 1.2.1. Eine zusammenh

•

angende o�ene Menge U � � hei�t normale Umge-

bung , sofern es zu irgend zw ei Punkten p; q aus U genau eine ganz in U liegende, p und q

v erbindende Geo d

•

ate gibt.

F

•

ur zw ei Punkte p; q aus einer normalen Umgebung de�nieren wir den geo d

•

atisc hen Ab-

stand r ( p; q ) zwisc hen p und q als die L

•

ange der in U liegenden eindeutigen, p und q

v erbindenden Geo d

•

ate.

Wic h tig ist das folgende Ergebnis v on Whitehead (zitiert nac h [4 ], Sec. 1.2)

Satz 1.2.2. Je der Punkt einer (Pseudo-)R iemannschen C

1

-Mannigfaltigkeit b esitzt eine

normale Umgebung.

F

•

ur unsere sp

•

ateren Rec hn ungen erw eist es sic h auc h no c h als praktisc h, die (im Gegensatz

zum geo d

•

atisc hen Abstand r glatte) F unktion � :=

1

2

r

2

einzuf

•

uhren.

Die R

•

aume C

1

0

(�) ; C

1

(�) : Wir w ollen die Mengen der glatten F unktionen bzw. der

glatten F unktionen mit k ompaktem T r

•

ager auf einer Mannigfaltigk eit � als lok alk on v exe

R

•

aume de�nieren. Dies ist ohne w eiteres und in k ompletter Analogie zum R

n

m

•

oglic h:

Wir �xieren dazu eine

•

Ub erdec kung U

i

v on � durc h Karten umgebungen v on Karten ( U

i

; �

i

)

und eine zugeh

•

orige, der

•

Ub erdec kung un tergeordnete Zerlegung �

i

der Eins. Mit deren Hilfe

de�nieren wir jetzt die Sc har

ii

j f j

k ;K

:=

X

i

X

j � j� k

sup

U

i

\ K

j @

�

�

�

( �

i

f ) j (1.2)

v on Halbnormen f

•

ur glatte F unktionen f und k 2 N , K b �. W

•

ahlt man eine andere

•

Ub erdec kung und Zerlegung der Eins, so erh

•

alt man eine andere Sc har v on Halbnormen

j�j

0

k ;K

. Diese sind jedo c h

•

aquiv alen t zu den ursp

•

unglic hen (siehe dazu z.B. [4]), d.h. zu jedem

k ; K gibt es Konstan ten c; c

0

, so da�

j f j

k ;K

� c j f j

0

k ;K

� c

0

j f j

k ;K

8 f 2 C

1

0

(�)

gilt. Die b eiden v ersc hiedenen Halbnormensysteme generieren also die gleic hen T op ologien.

Deshalb un tersc heiden wir die v ersc hiedenen Halbnormensysteme im folgenden auc h nic h t

in der Notation.

Kon v ergenz in C

1

(�) wird n un de�niert als Kon v ergenz in allen obigen Halbnormen.

F olgen k on v ergenz in C

1

0

(�) wird de�niert als Kon v ergenz b ez

•

uglic h aller Halbnormen wie

ob en, w ob ei zus

•

atzlic h alle F olgenglieder ihren T r

•

ager in einem gemeinsamen Kompaktum

hab en m

•

ussen. Die v olle De�nition der T op ologie ist in diesem F all et w as k omplizierter

ii

Hier und im folgenden b ezeic hnen �; � ; : : : Multiindices, d.h Elemen te aus N

n

0

. Wir setzen f

•

ur einen

Multiindex � = ( �

1

; : : : ; �

n

) und ein b eliebiges n -k omp onen tiges Ob jekt x = ( x

1

; : : : ; x

n

)

j � j :=

n

X

k =1

�

k

; x

�

:=

n

Y

k =1

x

�

k

k

:

9



1. Einf

•

uhrung

(`induktiv er Limes'), wird ab er v on uns im folgenden nic h t b en

•

otigt und soll desw egen

auc h hier nic h t genauer b espro c hen w erden.

Die R

•

aume D

0

(�) ; E

0

(�) : Wir de�nieren n un die R

•

aume D

0

(�) und E

0

(�) als R

•

aume

der stetigen linearen F unktionale

•

ub er C

1

0

(�) bzw. C

1

(�).

iii

Wir w ollen no c h unsere Notation abrunden. Seien dazu � und �

0

Mannigfaltigk eiten und

� : � ! �

0

eine in v ertierbare Abbildung. Dann erkl

•

aren wir

�

�

: D

0

(�) ! D

0

(�

0

) ; �

�

u ( � ) := u ( �

�

� )

und �

�

:= ( �

�

)

� 1

.

W eitere Kon v en tionen :

� Auf einer (Pseudo-)Riemannsc hen Mannigfaltigk eit (� ; 
 ) induziert die Metrik 


einen Isomorphism us zwisc hen T

�

� und T �. Insb esondere de�nieren wir zu � 2 T

�

p

�

ein Elemen t �

]

2 T

p

� gem

•

a�

� = 


p

( �

]

; � ) :

� Zw ei Punkte p; q einer Raumzeit M hei�en ak ausal, sofern es k eine k ausale (d.h. zeit-

o der lic h tartige) glatte Kurv e in M gibt, die p und q v erbindet. Wir notieren das als

p � � q .

Sei M zeitorien tierbar und V � M . Mit J

+

( V ), J

�

( V ) b ezeic hnen wir die k ausale

Zukunft bzw. V ergangenheit v on V d.h. alle Punkte, die durc h zukunftsgeric h tete bzw.

v ergangenheitsgeric h tete k ausale glatte Kurv en mit einem Punkt aus V v erbunden

w erden k

•

onnen. Wir setzen J ( V ) := J

+

( V ) [ J

�

( V ).

Um den Umgang mit den Karten einer Mannigfaltigk eit � et w as zu v ereinfac hen, w ollen

wir no c h einige V erein barungen b ez

•

uglic h der Notation tre�en:

� Die Buc hstab en p; q b ezeic hnen Punkte der Mannigfaltigk eit �. Mit x; y b ezeic hnen

wir hingegen Punkte im R

n

.

� Sprec hen wir

•

ub er eine F unktion f auf � und w ollen ihren W ert an einem b estimm-

ten Punkt p der Mannigfaltigk eit angeb en, so sc hreib en wir f ( p ). Betrac h ten wir f

hingegen in den Ko ordinaten einer lok alen Karte ( U; � ), so sc hreib en wir gelegen tlic h

f ( x ) mit x 2 � U und meinen eigen tlic h �

�

f ( x ).

iii

Wir w eisen darauf hin, da� wir damit nic h t der gebr

•

auc hlic hen Kon v en tion folgen.

•

Ublic herw eise w erden

die stetigen linearen F unktionale

•

ub er obigen R

•

aumen als Distributions dic h ten b ezeic hnet und deren

R

•

aume anders notiert. Distributionen sind dann Ob jekte, die erst no c h mit einer Dic h te m ultipliziert

w erden m

•

ussen, um F unktionale zu w erden.
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1.3. QFT auf station

•

aren und statisc hen Raumzeiten

1.3. QFT auf station

•

aren und statischen Raumzeiten

1.3.1. Station

•

are und statische Raumzeiten

M

•

oc h te man Quan tenfeldtheorie auf generisc hen Raumzeiten b etreib en, so st

•

o�t man auf

sc h w erwiegende Probleme, die durc h die m

•

oglic herw eise k omplizierte Raumzeit-Geometrie

und -T op ologie v erursac h t w erden:

Einerseits ist die F orm ulierung der Kinematik f

•

ur quan tenfeldtheoretisc he Mo delle sc h wie-

rig, denn eine m

•

oglic herw eise `zerrissene' o der `durc hl

•

oc herte' k ausale Struktur der Raum-

zeit mac h t w ohlgestellte Anfangsw ertprobleme f

•

ur F eldgleic h ungen unm

•

oglic h.

Andererseits ist, wie ob en sc hon gesc hildert, w egen fehlender Symmetrien die Charakteri-

sierung ph ysik alisc her Zust

•

ande sc h wierig.

In der v orliegenden Arb eit en tsc h

•

arfen wir b eide Probleme, indem wir zus

•

atzlic he Annah-

men

•

ub er die Raumzeiten mac hen, mit denen wir arb eiten. Diese Annahmen sind gegen

•

ub er

der Situation auf generisc hen Raumzeiten stark e Einsc hr

•

ankungen. Es wird sic h jedo c h zei-

gen, da� sie trotzdem viele ph ysik alisc h in teressan te Mo delle einsc hlie�en.

Globale Hyp erb olizit

•

at : Als F orderung an die k ausale Struktur der Raumzeit stellen wir

die der globalen Hyp erb olizit

•

at :

De�nition 1.3.1. Eine Raumzeit M hei�t global h yp erb olisc h , sofern sie eine sogenann te

Cauc h y-Fl

•

ac he b esitzt, d.h. eine glatte Hyp er


•

ac he � � M , so da� jede k ausale Kurv e

ohne Endpunkte � genau einmal sc hneidet.

Eine global h yp erb olisc he Mannigfaltigk eit M hat eine relativ einfac he k ausale Struktur:

Es gibt k eine gesc hlossenen k ausalen Kurv en und solc he treten auc h nic h t b ei kleinen De-

formationen v on M auf. Globale Hyp erb olizit

•

at hat w eitere Konsequenzen, die f

•

ur uns v on

In teresse sind:

Ist M global h yp erb olisc h, so ist die T op ologie v on M relativ einfac h. Ist � eine Cauc h y-

Fl

•

ac he v on M , so gilt M ' R � �. Insb esondere liegt also jeder Punkt v on M auf einer

zu � hom

•

oomorphen Cauc h y-Fl

•

ac he.

Zum anderen sind Anfangsw ertprobleme f

•

ur h yp erb olisc he Di�eren tialgleic h ungen mit An-

fangsw erten auf einer Cauc h y-Fl

•

ac he w ohlgestellt (siehe z.B. [3]). Dies w ollen wir f

•

ur den

F all der Klein-Gordon-Gleic h ung et w as k onkreter fassen: Seien dazu die Abbildungen

�

0

: C

1

( M ) � ! C

1

(�) ; F 7� ! F j

�

�

1

: C

1

( M ) � ! C

1

(�) ; F 7� ! ( n

a

@

a

F ) j

�

(1.3)

einer F unktion auf einer global h yp erb olisc hen Raumzeit M auf ihre Anfangsdaten auf

einer Cauc h y-Fl

•

ac he � gegeb en. n b ezeic hnet dab ei das Normalen v ektorfeld v on � und

n

a

@

a

mithin die Normalenableitung. Mit �

0

0

; �

0

1

b ezeic hnen wir die jew eiligen Adjungierten,

die E

0

(�) in E

0

( M ) abbilden. Es gibt n un eine Abbildung E , die wir (wie die analoge

Abbildung auf dem Mink o wski-Raum) als Propagator f

•

ur die K G-Gleic h ung b ezeic hnen,

denn sie hat die folgenden Eigensc haften:

11



1. Einf

•

uhrung

Satz 1.3.2 ([3], v ergleic he auc h [14 ]). E : C

1

0

( M ) � ! C

1

( M ) ist line ar, stetig und

es gilt

E( 2

g

+ m

2

) F = ( 2

g

+ m

2

) E F = 0 ; supp E F � J (supp F ) :

Weiterhin ist

 = E �

0

0

f

1

� E �

0

1

f

0

die (eindeutige) glatte L

•

osung der K G-Gleichung zu den Cauchy-Daten f

0

= �

0

 ; f

1

=

�

1

 2 C

1

0

(�) .

Die letzte Gleic h ung w ollen wir no c h in einer et w as anderen F orm sc hreib en: O�ensic h tlic h

ist

�

0

E �

0

0

= 0 �

0

E �

0

1

= � 1

�

1

E �

0

0

= 1 �

1

E �

0

1

= 0 :

(1.4)

Stationarit

•

at : W eiterhin w ollen wir unsere Betrac h tungen auf station

•

are Raumzeiten ein-

sc hr

•

ank en, das sind solc he, die b ez

•

uglic h einer b estimm ten Zeitk o ordinate eine zeitin v arian-

te Geometrie b esitzen. Pr

•

aziser und k o ordinatenfrei ist eine station

•

are Raumzeit de�niert

als eine Raumzeit, auf der ein zeitartiges Killing-V ektorfeld existiert, d.h. ein zeitartiges

V ektorfeld v , so da�

r

a

v

b

� r

b

v

a

= 0

gilt. Gibt es ein V ektorfeld, w elc hes diese Gleic h ung erf

•

ullt, so k ann lok al immer ein Ko ordi-

natensystem gew

•

ahlt w erden, in dem die Metrik g

ab

unabh

•

angig v on der Zeitk o ordinate ist.

Auf einer global h yp erb olisc hen, station

•

aren Raumzeit M gibt es auc h global eine derart

ausgezeic hnete Zeitk ordinate, die einem die folgende Darstellung v on M erm

•

oglic h t [18 ]:

Sei � Cauc h y-Fl

•

ac he v on M . Man erh

•

alt dann eine Isometrie � = ( t; � ) : M ! R � �, w ob ei

die Metrik auf R � � (in lok alen Ko ordinaten) die F orm

�

�

2

� 
 ( � ; � ) �

t

� 


�

b esitzt und das Killing-V ektorfeld v durc h @

t

gegeb en ist. Dab ei ist � eine glatte F unktion,

� ein glattes V ektorfeld auf � und 
 die durc h g auf � induzierte Riemannsc he Metrik, die

letzteren jew eils in b eliebigen Ko ordinaten v on �. �

t

b ezeic hnet den transp onierten V ektor

zu � .

Die T ranslationen in der ausgezeic hneten Zeitk o ordinate t ergeb en eine einparametrige

Grupp e �

a

; a 2 R v on Isometrien �

a

( p ) := �

� 1

( t ( p ) + a; � ( p )).
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1.3. QFT auf station

•

aren und statisc hen Raumzeiten

1.3.2. Das Klein-Go rdon-F eld

Als Beispiel einer Quan tenfeldtheorie auf einem gekr

•

umm ten Raumzeit-Hin tergrund w ollen

wir die Theorie des neutralen Klein-Gordon-F eldes (im F olgenden kurz K G-F eld) auf einer

global h yp erb olisc hen Raumzeit M b etrac h ten.

F eldalgebra, Zust

•

ande des F eldes : In Analogie zur F orm ulierung der Theorie auf dem

Mink o wskiraum w

•

urde man v ersuc hen, das K G-F eld � als eine lineare, stetige Abbildung

(`op eratorw ertige Distribution')

� : C

1

0

( M ) � ! lin. Op eratoren

•

ub er H

mit einem geeigneten Hilb ertraum H zu k onstruieren, die die Eigensc haften

1. � erf

•

ullt die K G-Gleic h ung in dem Sinne, da�

� (( 2

g

+ m

2

) f ) = 0 8 f 2 C

1

0

( M ) :

2. � erf

•

ullt (b ez

•

uglic h geeigneter De�nitionsb ereic he) die V ertausc h ungsrelationen

[ � ( f ) ; � ( g )] = h f ; E g i 1 I :

Dab ei ist h ; i das Sk alarpro dukt b ez

•

uglic h des k anonisc hen V olumenelemen tes v on M .

3. F

•

ur reelle F unktionen f ist � ( f ) b ez

•

uglic h geeigneter De�nitionsb ereic he selbstadjun-

giert, d.h. � ( f )

y

= � ( f ). Allgemein gilt � ( f )

y

= � ( f ).

b esitzt.

Die W ahl des Hilb ert-Raumes H und der Abbildungsv orsc hrift � en tspric h t der Ausw ahl

einer Klasse v on Zust

•

anden mit jew eils

•

ahnlic her globaler Struktur. Diese ist ph ysik alisc h

sehr b edeutsam und sp eziell auf gek

•

umm ten Raumzeiten in vielen F

•

allen nic h t einfac h

zu tre�en. Daher legen wir uns zun

•

ac hst nic h t auf einen Hilb ert-Raum H fest, sondern

b ehandeln die Op eratoren � ( f ) als Elemen te einer abstrakt de�nierten � -Algebra A , der

sogenann ten F eldalgebra:

Wir de�nieren also A als die v on in f 2 C

1

0

( M ) linearen Ob jekten � ( f ) mit den obigen Ei-

gensc haften 1 und 2 so wie der 1 I k omplex erzeugte Algebra, v ersehen mit der aus Bedingung

3 resultierenden � -Struktur.

iv

Ist M zus

•

atzlic h station

•

ar, so gibt es wie im letzten Absc hnitt gesehen eine einparamet-

rige Grupp e �

t

v on Isometrien, die als Zeittranslationen aufgefasst w erden k

•

onnen. Diese

induzieren eine einparametrige Grupp e v on Automorphismen �

t

auf A durc h

�

t

( � ( f )) := � (( �

t

)

�

f )

iv

Eine mathematisc h pr

•

azise De�nition v on A k ann leic h t erreic h t w erden, indem man v on der T ensoralgebra

•

ub er C

1

0

( M ) ausgeh t und duc h der Linearit

•

at und den Eigensc haften 1,2 und 3 en tsprec hende Ideale

teilt.

13



1. Einf

•

uhrung

und F ortsetzung auf ganz A als Automorphism us.

Der ph ysik alisc he Zustand des Quan tenfeldes k ann n un durc h ein Zustandsfunktional b e-

sc hrieb en w erden: Ein lineares F unktional ! auf A mit den zus

•

atzlic hen Eigensc haften

! ( A

�

A ) � 0 f

•

ur A aus A (P ositivit

•

at) und ! (1 I) = 1 (Normierung) hei�t Zustand (

•

ub er A ).

Die eb en gegeb ene Besc hreibung einer Quan tenfeldtheorie durc h eine Algebra und einen

Zustand ist einer der Grundgedank en der algebraisc hen Quan tenfeldtheorie . F

•

ur eine ge-

nauere Besc hreibung ihrer Prinzipien v erw eisen wir auf [8]. F

•

ur die Behandlung v on Quan-

tenfeldtheorien auf gekr

•

umm ter Raumzeit erw eist sic h deren F orm ulierung im Rahmen der

algebraisc hen Quan tenfeldtheorie als

•

au�erst n

•

utzlic h.

Hat man einen Zustand

•

ub er der F eldalgebra gegeb en, so ergibt die sogenann te GNS-

Konstruktion (nac h Gelfand, Naimark, Segal, f

•

ur eine genaue Besc hreibung siehe wiederum

[8 ]) eine Darstellung der F eldalgebra als Algebra v on Op eratoren auf einem Hilb ert-Raum

H im Sinne der Bedingungen 1,2 und 3. Die Besc hreibung der Theorie durc h Algebra und

Zustand en th

•

alt also auc h die k on v en tionelle Besc hreibung des F eldes als op eratorw ertige

Distribution.

Ein Zustand ist v ollst

•

andig b estimm t durc h die m ultilinearen F unktionale

!

m

( f

1

; f

2

; : : : f

m

) := ! ( � ( f

1

) � ( f

2

) : : : � ( f

m

)) f

1

; f

2

; : : : f

m

2 C

1

0

( M ) m = 1 ; 2 ; : : : ;

die sogenann ten n -Punkt-F unktionen. Wir b etrac h ten im folgenden n ur Zust

•

ande, deren

n -Punkt-F unktionen stetige F unktionale sind.

Wir halten an dieser Stelle fest, da� die n -Punkt-F unktionen w egen der Eigensc haft 1 v on

� L

•

osungen der K G-Gleic h ung in allen Argumen ten (im Sinne v on Distributionen) sind.

Quasifreie Zust

•

ande : Wir w ollen n un eine b esonders einfac he Klasse v on Zust

•

anden

v orstellen, die sogenann ten quasifreien Zust

•

ande . Diese sind v ollst

•

andig durc h ihre jew eilige

Zw eipunktfunktion !

2

b esc hrieb en. Ihre n -Punkt-F unktionen lassen sic h p er De�nition auf

die folgende W eise durc h !

2

ausdr

•

uc k en:

!

m

( f

1

; : : : f

m

) :=

8

>

>

<

>

>

:

0 f

•

ur m ungerade

P

Zerlegungen

v on 1 ; 2 ;::: m

in P aare ( i;j ) ;i<j

Q

P aare ( i;j )

!

2

( f

i

; f

j

) f

•

ur m gerade

:

Quasifreie Zust

•

ande hab en eine w eitere wic h tige Eigensc haft: Ihre GNS-Darstellungen k ann

man explizit angeb en. Es handelt sic h um F o c kraumdarstellungen, d.h. es gibt einen Hil-

b ertraum H und eine lineare Abbildung k : C

1

0

( M ) ! H (mit b estimm ten zus

•

atzlic hen

Eigensc haften), so da� durc h

� ( � ( f )) := a

y

( k ( f )) + a ( k ( f ))

14



1.4. Die Hadamard-Bedingung

eine Darstellung � der F eldalgebra A auf dem F o c kraum F ( H )

•

ub er H gegeb en ist und

! ( A ) = h 
 ; � ( A )
 i

F ( H )

mit dem F o c kraum-V ektor 
 = (1 ; 0 ; 0 ; : : : ). a

y

und a sind dab ei die

•

ublic hen Erzeugungs-

bzw. V ernic h tungsop eratoren auf F ( H ).

Den Hilb ert-Raum H b ezeic hnet man auc h als Ein teilc hen-Hilb ert-Raum , das P aar ( k ; H )

als Ein teilc hen-Struktur . F

•

ur eine pr

•

azise De�nition dieser Begri�e v erw eisen wir auf [18 ],

f

•

ur den Bew eis der obigen Behauptung auf [19 ].

Quasifreie Grundzust

•

ande : Der Grundzustand eines ph ysik alisc hen Systems ist der Zu-

stand mit der niedrigsten Gesam tenergie. In der Quan tenfeldtheorie auf dem Mink o w-

skiraum wird der V akuumzustand daher dadurc h c harakterisiert, da� der Generator der

Zeittranslationen (der Hamilton-Op erator des Systems) auf dem GNS-Hilb ert-Raum des

V akuumzustands p ositiv es Sp ektrum hat (`Sp ektrumsb edingung') und den V akuum v ektor

v ernic h tet.

Auf station

•

aren Raumzeiten k ann man w egen der Zeittranslations-Symmetrie

•

ahnlic h v or-

gehen: Im F alle des K G-F eldes wird de�niert

De�nition 1.3.3 (siehe dazu z.B. [18 ]). Ein quasifreier Grundzustand f

•

ur das K G-F eld

ist ein quasifreier Zustand mit Ein teilc hen-Struktur ( k ; H ), so da� es einen p ositiv en selbst-

adjungierten Op erator h (`Ein teilc hen-Hamiltonop erator') auf H gibt, mit k � �

t

= exp ( � ith ) k .

Man sieh t, wie die P ositivit

•

atsforderung in die De�nition eingeh t. Da� der Hamilton-

Op erator H = d�( h )

v

das F o c k-V akuum 
 v ernic h tet, folgt sc hon aus den De�nitionen

v on d� und 
.

Es zeigt sic h, da� ein quasifreier Grundzustand des K G-F eldes auf einer gegeb enen stati-

on

•

aren global h yp erb olisc hen Raumzeit eindeutig ist [15 ].

KMS-Zust

•

ande : Bei den sogenann ten KMS-Zust

•

anden handelt es sic h um Zust

•

ande, die

das thermisc he Gleic hgewic h t b ei einer b estimm ten T emp eratur b esc hreib en. De�niert w er-

den sie

•

ub er die Analytizit

•

atseigensc haften der F unktionen ! ( A�

t

( B )) f

•

ur b estimm te A; B

aus A .

KMS-Zust

•

ande f

•

ur das K G-F eld die quasifrei sind, k ann man alternativ

•

ub er Eigensc haf-

ten ihrer Ein teilc hen-Struktur c harakterisieren [15 ]. Sie sind, wie die quasifreien Grund-

zust

•

ande, eindeutig [15 ].

1.4. Die Hadama rd-Bedingung

1.4.1. Einf

•

uhrung

Die Menge der p ositiv en linearen F unktionale

•

ub er der F eldalgebra ist sehr gro�. Nur

•

au�erst w enige dieser Zust

•

ande b esc hreib en jedo c h Situationen, die un ter ph ysik alisc hen

v

d � mein t die `zw eite Quan tisierung' f

•

ur selbstadjungierte Op eratoren, siehe [24 ].
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1. Einf

•

uhrung

Gesic h tspunkten zul

•

assig und sinn v oll sind (d.h. sie w eisen z.B. k eine singul

•

aren Energie-

v erteilungen o der

•

ahnlic hes auf ).

Selbst die rec h t eingesc hr

•

ankte Klasse der quasifreien Zust

•

ande en th

•

alt no c h viele, die als

unph ysik alisc h b etrac h tet w erden. Daher sind w eitere Kriterien erforderlic h, um die ph y-

sik alisc h sinn v ollen Zust

•

ande auszuzeic hnen. Ein solc hes Kriterium stellt die Hadamard-

Bedingung dar. En tstanden ist sie aus der F orderung, da� in ph ysik alisc h akzeptablen

Zust

•

anden der Erw artungsw ert des Energie-Impuls-T ensors T

ab

in zufriedenstellender W ei-

se als glatte F unktion auf M de�nierbar sein soll.

vi

Hadamard-Zust

•

ande sind n un quasifreie

Zust

•

ande, deren Zw eipunktfunktion eine b estimm te zustandsunabh

•

angige Singularit

•

aten-

struktur aufw eist. Grob gespro c hen m u� sie v on der F orm

!

2

( p; q ) =

U ( p; q )

r ( p; q )

+ V ( p; q ) ln( r ( p; q )) + W ( p; q )

sein. Dab ei b ezeic hnet r den geo d

•

atisc hen Abstand (b ez

•

uglic h g ), U; V und W sind glatte

F unktionen und U und V h

•

angen (auf eine genau de�nierte und lok ale W eise) aussc hlie�lic h

v on der Metrik g und ihren Ableitungen ab.

vii

Anders ausgedr

•

uc kt stellt die Hadamard-

Bedingung also eine Einsc hr

•

ankung des Kurzabstands- bzw. Ho c henergiev erhaltens der

b etre�enden Zust

•

ande dar.

viii

Die mathematisc he Pr

•

azisierung obiger De�nition erfordert erheblic hen Aufw and. Sie wurde

zuerst in [19 ] erreic h t.

Hadamard-Zust

•

ande hab en Eigensc haften, die sie zu guten Kandidaten f

•

ur ph ysik alisc he

Zust

•

ande mac hen: Zun

•

ac hst l

•

asst sic h f

•

ur sie tats

•

ac hlic h eine zufriedenstellende De�nition

des Erw artungsw ertes v on T

ab

geb en [32 ]. W eiterhin hab en sie die Eigensc haften, die man im

Rahmen der algebraisc hen Quan tenfeldtheorie f

•

ur das F olium der ph ysik alisc hen Zust

•

ande

fordert [28 ], [29 ].

Ein Durc h bruc h im V erst

•

andnis der Hadamard-Bedingung gelang mit ihrer F orm ulierung

im Rahmen der mikrolok alen Analysis durc h Radzik o wski [23 ]. Diese Umform ulierung ist

zun

•

ac hst tec hnisc h sehr hilfreic h denn sic h mac h t die in der mikrolok alen Analysis en t-

wic k elten mathematisc hen W erkzuge an w endbar. Sie ist jedo c h auc h k onzeptionell wic h tig,

denn sie hat gezeigt, da� die Hadamard-Bedingung als Ersatz der Sp ektrumsb edingung aus

der Mink o wskiraum theorie auf gekr

•

umm ten Raumzeiten b etrac h tet w erden k ann. Au�er-

dem hat sie die V erallgemeinerungen der Hadamard-Bedingung auf b eliebige Zust

•

ande [1 ]

vi

Im allgemeinen ist dies nic h t gew

•

ahrleistet, denn die naiv e De�nition v on T

ab

als quadratisc her Ausdruc k

in den F eldern en th

•

alt Pro dukte v on Distributionen am selb en Raum-Zeit-Punkt, ist also (und mit ihm

auc h sein Erw artungsw ert) zun

•

ac hst nic h t einmal als Distribution w ohlde�niert.

Das V erfahren der Normalordn ung, mit dem man dieses Problem auf dem Mink o wski-Raum l

•

ost, ist

auf gekr

•

umm ten Raumzeiten nic h t problemlos einsetzbar, denn es ist abh

•

angig v on der W ahl eines

ausgezeic heten Referenzzustandes.

vii

Eine solc he Singularit

•

atenstruktur w eisen auc h die zuerst v on Hadamard k onstruierten L

•

osungen h y-

p erb olisc her DGL auf b eliebigen Mannigfaltigk eiten auf. Daher stamm t die Bezeic hn ung Hadamard -

Bedingung.

viii

Der Begri� `Kurzabstandsv erhalten' ist hier b ez

•

uglic h der T op ologie auf M � M zu v erstehen. Die

Hadamard-Bedingung b etri�t durc haus auc h das V erhalten an auf M w eit v oneinander en tfern ten Punk-

ten!
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1.4. Die Hadamard-Bedingung

und in den Rahmen der algebraisc hen Quan tefeldtheorie [30 ] erm

•

oglic h t.

Diese Umform ulierung so wie die f

•

ur sie b en

•

otigten mathematisc hen Begri�e w erden wir im

n

•

ac hsten Absc hnitt v orstellen.

1.4.2. W ellenfrontmengen und Hadama rd-Bedingung

Wir w ollen zun

•

ac hst die sogenann ten W ellenfron tmengen als ein mathematisc hes Hilfsmittel

zur Besc hreibung der Singularit

•

aten v on Distributionen v orstellen. Diese wurden v on Rad-

zik o wski b ei der Umform ulierung der Hadamard-Bedingung herangezogen. Im Ansc hlu� an

deren Besc hreibung w erden wir das Resultat v on Radzik o wski v orstellen.

Eine detailliertere Einf

•

uhrung in die Theorie der W ellenfron tmengen so wie w eitergehende

Resultate �ndet man z.B. in [12 ].

Wir w ollen die Besc hreibung der W ellenfron tmengen damit b eginnen, da� wir sagen, w as

eine Singularit

•

at einer Distribution ist:

De�nition 1.4.1. Sei u 2 D

0

( M ). Dann de�nieren wir die Menge R der regul

•

aren Punkte

v on u als

R( u ) :=

n

p 2 M

�

�

�

9 Umgebung V v on p; h 2 C

1

( V ) ;

u ( f ) =

Z

hf dV ol 8 f 2 C

1

0

( V )

o

:

Der singul

•

are T r

•

ager v on u ist die Menge

singsupp u := M n R( u ) :

Anders ausgedr

•

uc kt liegt immer dann eine Singularit

•

at v or, w enn die Distribution nic h t

durc h eine glatte F unktion gegeb en ist.

Solc he Singularit

•

aten w erden n un durc h den Begri� der W ellenfron tmengen genauer klas-

si�ziert. Dab ei wird v erw endet, da� sic h die lok ale Regularit

•

at einer F unktion bzw. Distri-

bution mit k ompaktem T r

•

ager auf dem R

n

im asymptotisc hen V erhalten ihrer F ourier-

T ransformierten

ix

(im folgenden kurz F-T ransformierten) wiederspiegelt: So b esagt das

Theorem v on P aley , Wiener und Sc h w artz (siehe z.B. [25 ] Thm. IX.11, IX.12), da� die F-

T ransformierte einer solc hen Distribution h

•

oc hstens p olynomial ansteigt und sc hnell abf

•

allt,

sofern die Distribution durc h eine glatte F unktion gegeb en ist.

ix

Zur Fixierung der v erw endeten Kon v en tionen notieren wir die De�nition der F ourier-T ransformierten und

ihrer In v ersen f

•

ur F unktionen auf dem R

n

:

^

f ( � ) � F ( f )( � ) := (2 � )

� n= 2

Z

f ( x ) e

� i h x;� i

d x;

�

f ( x ) � F

� 1

( f )( x ) = (2 � )

� n= 2

Z

f ( � ) e

i h x;� i

d � :
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1. Einf

•

uhrung

Allerdings v erliert man durc h F-T ransformation die Ortsau


•

osung der Singularit

•

aten: Um

aus dem asymptotisc hen V erhalten der F-T ransformation Informationen

•

ub er das V erhal-

ten der Distribution aussc hlie�lic h an einem Punkt zu erhalten, m u� man diese v orher

m

•

oglic hst gut um diesen Punkt lok alisieren.

Die De�nition, die diese b eiden Gedank en, zun

•

ac hst f

•

ur Distributionen auf dem R

n

, zu-

sammenfasst, lautet

De�nition 1.4.2. Sei u 2 D

0

( R

n

), x 2 R

n

. Die Menge der regul

•

aren Ric h tungen am Punkt

x wird de�niert als

R

x

( u ) :=

n

� 2 R

n

�

�

�

9 h 2 C

1

0

( R

n

) mit h ( x ) 6= 0 ;

9 Umgebung V v on � ; so da� 8 N 2 N 9 c

N

mit

�

�

�

c

hu ( ��

0

)

�

�

�

� c

N

(1 + � )

� N

8 � 2 R

+

; 8 �

0

2 V

o

:

W eiterhin wird de�niert

WF

x

( u ) := R

n

n (R

x

( u ) [ f 0 g ) ;

WF( u ) :=

�

( x; � ) 2 R

2 n

j � 2 WF

x

( u )

	

:

Wir w ollen einige grundlegende Eigensc haften v on WF notieren: Mit u 2 D

0

( R

n

), x 2 R

n

ist

� WF

x

( u ) ein Kegel.

� WF

x

( hu ) � WF

x

( u ) sofern h 2 C

1

( R

n

) und Gleic hheit, w enn au�erdem h ( x ) 6= 0.

� f x 2 R

n

j WF

x

( u ) 6= ;g = singsupp u .

Der erste Punkt b esagt, da� wir es b ei der W ellenfron tmenge mit einer `Menge v on Ric h tun-

gen' zu tun hab en. Der zw eite zeigt, da� die De�nition v on WF

x

n ur das lok ale V erhalten

der Distribution b ei x b etri�t. Der letzte Punkt zeigt, da� mit WF tats

•

ac hlic h eine feinere

Klassi�k ation der Singularit

•

aten aus De�nition 1.4.1 erreic h t wird.

Als n

•

ac hstes b etrac h ten wir das T ransformationsv erhalten der W ellenfron tmenge un ter Dif-

feomorphismen:

Satz 1.4.3 ([25] Thm. IX.44).

x

Sei u 2 D

0

( R

n

) und � : R

n

! R

n

ein Di�e omorphis-

mus. Dann gilt

WF ( �

�

u ) =

�

( � ( x ) ; ( d �

� 1

)

t

� 2 R

n

� R

n

j ( x; � ) 2 WF ( u )

	

:

Dab ei meint ( d �

� 1

)

t

die T r ansp onierte der Jakobimatrix ( d �

� 1

)

ij

=

@ �

� 1

i

@ x

j

von �

� 1

.

x

In [25 ] gibt es b ei der F orm ulierung des Satzes einen Druc kfehler. Dieser wurde in obiger Wiedergab e

k orrigiert.
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1.4. Die Hadamard-Bedingung

Mit anderen W orten, WF transformiert sic h wie eine T eilmenge des Kotangen tialb

•

undels

T

�

R

n

. Dieses T ransformationsv erhalten erm

•

oglic h t uns, die W ellenfron tmenge auc h f

•

ur Dis-

tributionen auf Mannigfaltigk eiten zu de�nieren:

De�nition 1.4.4. Sei u 2 D

0

(�). Mit Hilfe einer lok alendlic hen

•

Ub erdec kung ( U

i

) v on �

durc h Karten umgebungen und einer un tergeordneten Zerlegung �

i

der Eins de�nieren wir

WF ( u ) :=

[

i

�

�

WF ( �

�

( �

i

u )) ;

WF

p

( u ) :=

�

� 2 T

�

p

� j ( p; � ) 2 WF ( u )

	

f

•

ur p 2 �.

Diese Menge ist o�ensic h tlic h w ohlde�niert und unabh

•

angig v on der W ahl der

•

Ub erdec kung

( U

i

).

Diese De�nition der W ellenfron tmenge steh t am Anfang einer ganzen mathematisc hen

Theorie, der sogenann ten mikrolok alen Analysis (z.B. [12 ],[7 ]). Diese widmet sic h dem Stu-

dium partieller Di�eren tialgleic h ungen auf Mannigfaltigk eiten mit Hilfe v on Ob jekten auf

dem Kotangen tialb

•

undel. Sie hat sehr m

•

ac h tige Resultate v orzu w eisen, die auc h in der

Ph ysik zunehmend An w endung �nden.

Radzik o wski b ew eist n un in [23 ], da� die Hadamard-Bedingung als eine Bedingung an die

W ellenfron tmenge der Zw eipunktfunktion gesc hrieb en w erden k ann.

Um dieses Resultat zu form ulieren, sc hic k en wir einige De�nitionen v oraus. Sei M eine

zeitorien tierbare Raumzeit. Wir erkl

•

aren eine Relation � auf T

�

M durc h

( p

1

; �

1

) � ( p

2

; �

2

) : ,

8

>

<

>

:

9 a�n parametrisierte Nullgeo d

•

ate � ; 9 s

1

; s

2

;

so da� � ( s

i

) = p

i

;

d

ds

�

�

�

�

�

s

i

= �

]

i

; i = 1 ; 2

und de�nieren die Mengen

W

p

1

;p

2

:=

n

( �

1

; �

2

) 2 T

�

p

1

;p

2

( M � M ) j ( p

1

; �

1

) � ( p

2

; � �

2

) ; �

]

1

zukunftsgeric h tet

o

;

W := f ( p

1

; �

1

; p

2

; �

2

) 2 T

�

( M � M ) j ( �

1

; �

2

) 2 W

p

1

;p

2

g :

Damit lautet Radzik o wskis Resultat

Satz 1.4.5 ([23 ]). Sei � 2 D

0

( M � M ) die Zweipunktfunktion eines quasifr eien Zustan-

des ! des K G-F eldes auf einer glob al hyp erb olischen R aumzeit M . ! ist genau dann ein

Hadamar d-Zustand, wenn WF (�) = W .

Die Asymmetrie in der De�nition v on W (der erste Kotangen tialv ektor m u� zukunfts-

der zw eite v ergangenheitsgeric h tet sein, die umgek ehrte Konstellation ist nic h t m

•

oglic h)

k ann man als eine sc h w ac he F orm der Sp ektrumsb edingung in terpretieren. Die Hadamard-

Bedingung wird in ihrer mikrolok alen F assung daher auc h als `w a v e-fron t-set sp ectral con-

dition' b ezeic hnet [23 ].

19



2. Erster Zugang

In diesem Kapitel w ollen wir einen ersten W eg v orstellen, die Hadamard-Eigensc haft f

•

ur

Zust

•

ande auf statisc hen Raumzeiten nac hzu w eisen.

In diesem Zugang spielt ein Theorem v on Junk er [14 ] die zen trale Rolle. Dieses wird im

Absc hnitt 2.2 v orgestellt. Um allerdings die V oraussetzungen f

•

ur die An w endung dieses

Theorems zu sc ha�en, sind umfangreic he mathematisc he V orarb eiten not w endig, b etre�end

F unktionen b estimm ter elliptisc her Di�eren tialop eratoren. Diese bringen w eniger ph ysik ali-

sc he als vielmehr mathematisc he Einsic h ten. Das v on uns in diesem Zusammenhang erzielte

Resultat (Satz 2.3.4) sc hein t neu zu sein

i

, deshalb w erden wir es hier ausf

•

uhrlic h v orstel-

len.

Um unser Resultat anzu w enden und damit die V oraussetzungen f

•

ur die An w endung der

Metho den aus [14 ] auf nic h tk ompakten Mannigfaltigk eiten zu sc ha�en, m

•

ussen wiederum

V oraussetzungen

•

ub erpr

•

uft w erden. Au�erdem b esteh t die erw

•

ahn te L

•

uc k e im Bew eis aus

[14 ]. Daher stellt sic h dieser Ansatz als nic h t b esonders e�ektiv zur Bearb eitung unserer

k onkreten ph ysik alisc hen F ragestellung heraus.

Allerdings sollte er, sofern die L

•

uc k e in [14 ] b ehob en w erden k ann, in relativ allgemeinen

Situationen einsetzbar sein.

2.1. Mathematische V o rb emerkungen

2.1.1. Pseudo di�erentialop erato ren

In diesem Absc hnitt w ollen wir die sogenann ten Pseudo di�eren tialop eratoren, im folgen-

den kurz  DO genann t, einf

•

uhren. Dab ei handelt es sic h um eine V erallgemeinerung der

Di�eren tialop eratoren, im folgenden kurz DO.

 DO hab en viele Eigensc haften, die sie in der Mathematik, namen tlic h in der Theorie der

partiellen Di�eren tialgleic h ungen, zu einem h

•

au�g v erw endeten W erkzeug mac hen. Ansto�

f

•

ur die En t wic klung der Theorie w ar z.B., da� elliptisc he DO P arametrices, d.h. `In v erse bis

auf C

1

-T erme', b esitzen, die  DO sind. Solc he P arametrices stellen wiederum den Aus-

gangspunkt f

•

ur die L

•

osungstheorie partieller Di�eren tialgleic h ungen dar.

Zur N

•

utzlic hk eit der  DO tr

•

agt b ei, da� w esen tlic he Resultate

•

ub er DO ohne o der n ur mit

i

Jedenfalls hat in tensiv e Suc he in der mathematisc hen Literatur, abgesehen v on einigen Bemerkungen,

da� derartige V erallgemeinerungen m

•

oglic h sein sollten, k ein Ergebnis gebrac h t.
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2.1. Mathematisc he V orb emerkungen

leic h ten V er

•

anderungen auc h f

•

ur  DO gelten. Viele Eigensc haften der Di�eren tialop era-

toren hab en En tsprec h ungen im V erhalten der Pseudo di�eren tialop eratoren, gerade auc h

w as den Bereic h der mikrolok alen Analysis angeh t.

In unserem Zusammenhang spielen  DO eine Rolle, w eil sie b ei An w endung auf Distribu-

tionen deren W ellenfron tmenge nic h t v ergr

•

o�ern, sondern in k on trollierbarer W eise v erklei-

nern.

Allerdings m

•

ussen wir b etonen, da� der Begri�  DO eigen tlic h eine ganze Reihe v on v er-

sc hiedenen Op eratorklassen umfa�t. Allen gemeinsam ist die Art und W eise der V erallge-

meinerung der DO, sie un tersc heiden sic h jedo c h in der tec hnisc hen Ausgestaltung, namen t-

lic h der De�nition der sogenann ten Sym b olklassen. Wir w erden w eiter un ten eine sp ezielle

solc he Klasse einf

•

uhren. Diese geh t auf H

•

ormander zur

•

uc k und wird auc h in der f

•

ur uns

wic h tigen Arb eit [14 ] v erw endet. W esen tlic h ist, da�

•

ub er diese Klasse eine F

•

ulle v on Re-

sultaten v orliegt.

Wir w ollen n un die eigen tlic he Einf

•

uhrung der  DO mit ein paar W orten

•

ub er DO b egin-

nen:

Eine Sc har v on glatten F unktionen f a

�

( x ) j j � j � m g auf dem R

n

c harakterisiert einen DO

P der Ordn ung m auf dem R

n

, indem wir f

•

ur f 2 C

1

0

( R

n

)

P f =

X

j � j� m

a

�

( � i@

x

)

�

f :

setzen. F

•

uhren wir jetzt die F ouriertransformation

^

f v on f ein, so k

•

onnen wir obige Glei-

c h ung umsc hreib en in

P f ( x ) =

1

(2 � )

n= 2

Z

R

n

a ( x; � )

^

f ( � ) e

i h x;� i

d� (2.1)

mit

a ( x; � ) =

X

j � j� m

a

�

( x ) �

�

: (2.2)

Die F unktion a nenn t man Sym b ol des DO P . Es c harakterisiert also die Wirkung des b e-

tre�enden Op erators im `Impulsraum'.  DO sind n un Op eratoren, deren Wirkung eb enfalls

in die F orm (2.1) gebrac h t w erden k ann, b ei denen jedo c h a nic h t not w endig die Gestalt

(2.2) hat.

Es ist nic h t sinn v oll, b eliebige F unktionen a ( x; � ) als Sym b ole zuzulassen: Damit die  DO

gute Eigensc haften b ek ommen, insb esondere C

1

0

( R

n

) stetig nac h C

1

( R

n

) abbilden, m

•

ussen

an die zul

•

assigen F unktionen a b estimm te Bedingungen gestellt w erden. Eine m

•

oglic he W ahl

solc her Bedingungen wird in der folgenden De�nition getro�en:

De�nition 2.1.1 ([11]). Sei m 2 R , 
 � R

n

o�en. Dann b ezeic hnen wir mit S

m

(
) die

Menge aller a 2 C

1

(
 � R

n

), so da� zu jedem Kompaktum K � 
 und zu b eliebigen

Multiindices �; � eine Konstan te C

�;� ;K

existiert, f

•

ur die gilt

�

�

�

@

�

x

@

�

�

a ( x; � )

�

�

�

� C

�;� ;K

(1 + j � j )

m �j � j

; 8 x 2 K ; � 2 R

n

: (2.3)
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2. Erster Zugang

Durc h a 2 S

m

(
) ist ein Op erator P

a

P

a

: C

1

0

(
) � ! C

1

(
) ; ( P

a

f )( x ) = (2 � )

� n= 2

Z

R

n

a ( x; � )

^

f ( � ) e

i h x;� i

d�

de�niert. Diese Op eratoren sind n un im w esen tlic hen die v on uns zugrundegelegten  DO .

Allerdings ist es sinn v oll, diese Menge no c h et w as zu erw eitern, und zw ar um die Gl

•

attungs-

op eratoren

ii

. Die De�nition, die dies erreic h t, lautet

De�nition 2.1.2. Wir b ezeic hnen mit 	

m

(
) die Menge der linearen Abbildungen P :

C

1

0

(
) � ! C

1

(
), f

•

ur die zu jedem f 2 C

1

0

(
) ein Sym b ol a

f

2 S

m

(
) existiert, so

da�

iii

P M

f

g = P

a

f

g 8 g 2 C

1

0

(
) :

Wir nennen die Op eratoren aus 	

m

(
)  DO der Ordn ung m .

Findet man f

•

ur P 2 	

m

(
) zu jedem K b 
 ein K

0

b 
 mit

supp f � K ) supp P f � K

0

; P f j

K

0

= 0 ) f j

K

= 0 ;

so b ezeic hnen wir P als v om eigen tlic hen T yp .

Mit diesen De�nitionen gilt n

•

amlic h:

Lemma 2.1.3 ([11]). Je des P 2 	

m

(
) kann als Summe P = P

0

+ P

0 0

geschrieb en wer den,

wob ei P

0

einen glatten Kern hat, P

00

vom eigentlichen T yp ist und f

•

ur ein b estimmtes

a 2 S

m

(
) P

00

= P

a

gilt.

Die Lok alisierung in obiger De�nition erm

•

oglic h t gleic hzeitig eine Erw eiterung auf Mannig-

faltigk eiten:

De�nition 2.1.4. Sei � eine C

1

-Mannigfaltigk eit. Wir b ezeic hnen mit 	

m

(�) die Menge

der Op eratoren P : C

1

0

(�) ! C

1

(�), f

•

ur die gilt: F

•

ur jede Karte ( U; � ) v on � liegt �

�

P �

�

in 	

m

( � U ).

Zur Charakterisierung v on Pseudo di�eren tialop eratoren w erden wir das folgende Lemma

v erw enden, w elc hes Aussagen aus [11 ], S. 148, 153 zusammenfa�t.

Lemma 2.1.5. Sei P : C

1

0

(�) ! C

1

(�) ein stetiger line ar er Op er ator, dessen Kern

abseits der Diagonalen glatt ist. Weiterhin geb e es eine

•

Ub er de ckung ( U

j

) von � dur ch

Kartenumgebungen, so da� mit e

�

( x ) := e

i h � ;x i

a

�

j

;�;�

0

( x; � ) := M

�

e

� �

( x ) � ( �

j �

P �

�

j

M

�

0

e

�

)( x ) 2 S

m

( �

i

U

i

) 8 �; �

0

2 C

1

0

( �

j

U

j

)

f

•

ur al le j gilt. Dann ist P 2 	

m

(�) .

ii

Gl

•

attungsop eratoren sind In tegralk ern-Op eratoren mit einem glatten In tegralk ern.

iii

Hier und im w eiteren un tersc heiden wir zwisc hen der F unktion � 2 C

1

0

(�) und dem durc h sie gegeb enen

Multiplik ationsop erator , w elc hen wir als M

�

sc hreib en.
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2.1. Mathematisc he V orb emerkungen

Die im obigen Lemma de�nierten F unktionen a

j;�;�

0

k ann man als `lok ale Sym b ole' des

Op erators P au�assen. Ein global de�niertes Sym b ol f

•

ur einen  DO P auf einer Mannig-

faltigk eit gibt es nic h t mehr, allerdings lassen sic h immer no c h sogenann te Hauptsym b ole

v on P �nden. Dab ei handelt es sic h um F unktionen a 2 C

1

( T

�

�), so da� f

•

ur jede Karte

( U; � ) und F unktionen �; �

0

2 C

1

0

( � U )

( a

� ;�;�

0

( x; � ) � ��

0

�

�

a ) 2 S

m � 1

( � U )

gilt. Die Hauptsym b ole v on P b esc hreib en also das V erhalten v on P in der h

•

oc hsten Ord-

n ung in � , d.h. `im h

•

oc hsten Di�eren tiationsgrad'.

Mit Hilfe der Hauptsym b ole k

•

onnen wir n un b estimm te  DO b esonders auszeic hnen:

De�nition 2.1.6. Ein Op erator P 2 	

m

(�) hei�t elliptisc h , sofern er ein Hauptsym b ol

a b esitzt, f

•

ur das in jeder Karte ( U; � ) f

•

ur jedes Kompaktum K � � U Konstan ten c; c

0

existieren, so da� die Absc h

•

atzung

j � j

m

� c j ( �

�

a )( x; � ) j 8 x 2 K ; 8 � : j � j > c

0

gilt.

Angesic h ts der et w as umst

•

andlic hen De�nition des Hauptsym b ols w ollen wir hier ein ein-

fac hes und wic h tiges Beispiel geb en: F

•

ur den Laplace-Beltrami-Op erator �




auf einer Rie-

mannsc hen Mannigfaltigk eit ist 


p

( �

]

; �

]

) ein Hauptsym b ol. �




ist elliptisc h. In den fol-

genden Absc hnitten w erden wir einige wic h tige Eigensc haften der elliptisc hen DO n

•

aher

un tersuc hen.

Wir w ollen zum Sc hlu� dieses Absc hnitts no c h den folgenden wic h tigen Satz

•

ub er das Pro-

dukt zw eier  DO angeb en:

Satz 2.1.7 (Konsequenz aus [13 ], Prop. 18.1.22, Thm.18.1.23). Seien P

1

2 	

m

1

(�)

und P

2

2 	

m

2

(�) zwei  DO , von denen mindestens einer vom eigentlichen T yp ist. Dann

ist das Pr o dukt P

1

P

2

ein  DO aus 	

m

1

+ m

2

(�) . Hab en P

1

und P

2

Hauptsymb ole a

1

bzw.

a

2

, so ist a

1

a

2

Hauptsymb ol von P

1

P

2

.

2.1.2. Elliptische Regula rit

•

at

Ein wic h tiges Hilfsmittel f

•

ur die w eiteren Rec hn ungen w ollen wir in diesem Absc hnitt v or-

stellen und in die v on uns b en

•

otigte F orm bringen. Dab ei handelt es sic h um die T atsac he,

da� F unktionen aus dem De�nitionsb ereic h elliptisc her DO gute Regularit

•

atseigensc haften

hab en.

Die Idee, diese T ec hnik en im Zusammenhang mit der W

•

armeleitungsk ernen t wic klung an-

zu w enden, stamm t v on R. W ald [33 ]. En tsprec hend orien tieren sic h viele der in diesem

Absc hnitt ausgef

•

uhrten Rec hn ungen sehr stark an [33 ].

Wir b eginnen mit einem tec hnisc hen Lemma

•

ub er b estimm te Di�eren tialop eratoren:
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2. Erster Zugang

Lemma 2.1.8. Sei (� ; 
 ) eine R iemannsche Mannigfaltigkeit, A = � �




+ V wob ei V

eine glatte und von unten b eschr

•

ankte F unktion ist.

iv

Sei A w.s.a. auf C

1

0

(�) , eb enso al le

Potenzen A

l

; l 2 N .

Dann gibt es zu je dem � 2 C

1

0

(�) und je dem N 2 N eine Konstante c

�;N ;V

, so da�







A

N

�f







L

2

� c

�;N ;V

N

X

l =0










A

l

f










L

2

8 f 2

\

l 2 N

dom

�

A

l

�

:

Der Bew eis b eruh t auf einer Idee, die in [33 ] im Zusammenhang mit einem

•

ahnlic hen Lemma

angegeb en wurde. Er b esteh t im w esen tlic hen in einer relativ m

•

uhsamen Rec hn ung, w eshalb

wir ihn nic h t an dieser Stelle, sondern im Anhang A durc hf

•

uhren.

Nun f

•

uhren wir als Ma� f

•

ur die Regularit

•

at einer F unktion die sogenann ten Sob olev-R

•

aume

mit ihren Normen ein.

•

Ahnlic h wie b ei den W ellenfron tmengen wird dab ei das asymptoti-

sc he V erhalten der F ouriertransformation ausgen utzt:

De�nition 2.1.9. F

•

ur s 2 R de�nieren wir H

s

( R

n

) als den Raum der Elemen te u 2

S

0

( R

n

)

v

, f

•

ur die die Sob olev-Norm

k u k

s

:=

1

(2 � )

n= 2

�

Z

(1 + j � j

2

)

s

j ^u ( � ) j

2

d

n

�

�

1 = 2

< 1

ist.

Als erstes b emerk en wir, da� k �k

0

= k�k

L

2

die gew

•

ohnlic he L

2

-Norm ist.

vi

Allgemeiner k ann

man zeigen, da� alle Sob olev-Normen tats

•

ac hlic h Normen sind. Sie stammen sogar v on

Sk alarpro dukten, ab er die Hilb ertraumstruktur der H

s

ist f

•

ur uns nic h t so wic h tig. Vielmehr

w ollen wir den Zusammenhang zwisc hen Sob olev-Norm einer F unktion und ihrer Glattheit

genauer fassen. Dazu b emerk en wir zun

•

ac hst, da� es f

•

ur m 2 N p ositiv e Konstan ten c; c

0

gibt, so da�

c k u k

m

�

X

j � j� m

k @

�

u k

0

� c

0

k u k

m

8 u 2 H

m

( R

n

)

ist. Elemen te aus H

m

hab en also quadratin tegrable m -te Ableitungen. Ein w eitergehendes

Resultat in dieser Ric h tung ist das sogenann te Sob olev-Lemma. Es zeigt, da� die Sob olev-

Normen im w esen tlic hen die gleic he Regularit

•

at messen, wie die Halbnormen (1.2) :

iv

Wie man am Bew eis dieses Lemmas in Anhang A sehen k ann, lie�e sic h die V oraussetzung, da� V v on

un ten b esc hr

•

ankt ist, ersetzen durc h die Bedingung

( �

V

� 1) V �6 c ( � �

g

) :

Dab ei mein t �

V

die c harakteristisc he F unktion v on f p j V ( p ) � 0 g . Das Lemma gilt daher auc h f

•

ur gewisse

nic h t v on un ten b esc hr

•

ankte P oten tiale.

v

S

0

( R

n

): Der Raum der temp erierten Distributionen

vi

Im folgenden sc hreib en wir manc hmal auc h abk

•

urzend k�k

0

f

•

ur k�k

L

2

(� ; dV ol)

.
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2.1. Mathematisc he V orb emerkungen

Lemma 2.1.10 ([6], Lemma 1.1.4). Sei k 2 N ; s 2 R so, da� s > k + n= 2 . Dann ist

H

s

( R

n

) � C

k

( R

n

) stetig eingeb ettet, d.h. es gibt zu je dem Komp aktum K � R

n

eine Kon-

stante c , so da�

j f j

k ;K

� c k f k

s

8 f 2 H

s

( R

n

)

gilt.

Nac h diesen V orb ereitungen k

•

onnen wir n un mit dem eigen tlic hen Thema dieses Absc hnitts

b eginnen: Die Ungleic h ung, die das Prinzip der elliptisc hen Regularit

•

at in unserem Zu-

sammenhang ausdr

•

uc kt, ist die sogenann te G � arding-Ungleic h ung. V on dieser Ungleic h ung

existieren viele V ariationen und V erallgemeinerungen. Wir geb en hier einen Sp ezialfall v on

[31 ], S. 55, Thm. 8.1 wieder:

Satz 2.1.11. Sei 
 � R

n

o�en und K b 
 und P ein el liptischer DO von der Or dnung

m auf 
 . Dann gibt es eine Konstante c

K ;P

, so da�

k f k

m

� c

K ;P

( k f k

0

+ k P f k

0

) 8 f 2 C

1

0

( K )

gilt.

Im folgenden w ollen wir jedo c h die Di�erenzierbark eit der b etrac h teten F unktionen nic h t

wie im obigen Satz v oraussetzen, sondern ableiten. Dazu m

•

ussen wir v om Op erator P et w as

mehr v erlangen. Au�erdem w ollen wir Op eratoren auf Mannigfaltigk eiten b etrac h ten. Wir

notieren deshalb folgendes

Korollar 2.1.12. Sei � eine R iemannsche Mannigfaltigkeit, ( U; � ) eine Karte von � , K b

U und A = � �




+ V wie in L emma 2.1.8. Dann gibt es zu je dem m 2 N eine Konstante c

(abh

•

angig von K ; m; 
 ), so da�

vii

k �

�

f k

m

� c

�

k �

�

f k

0

+










�

�

A

d m= 2 e

f










0

�

8 f : f 2

\

l 2 N

dom

�

A

l

�

und supp f � K

ist.

Beweis. Seien ( U; � ) ; K ; f ; m wie ob en. Das Lemma A.1.2 aus dem Anhang zeigt, da� es

eine F olge ( f

i

) v on F unktionen aus C

1

0

(�) gibt, f

•

ur die A

k

f

i

! P f ; k = 0 ; 1 ; : : : ; d m= 2 e

f

•

ur i ! 1 .

Sei � 2 C

1

0

( U ), � j

K

= 1. W egen Lemma 2.1.8 ist A

d m= 2 e

M

�

f

i

eine Cauc h y-F olge. W egen

der Abgesc hlossenheit v on A

d m= 2 e

k on v ergiert sie gegen A

d m= 2 e

M

�

f .

Jetzt w enden wir die G � arding-Ungleic h ung an: Es gibt c , so da�

k �

�

M

�

( f

i

� f

j

) k

m

� c

�

k �

�

M

�

( f

i

� f

j

) k

0

+ k �

�

P M

�

( f

i

� f

j

) k

0

�

vii

d m= 2 e b ezeic hnet dab ei die zu m= 2 n

•

ac hstgr

•

o�ere ganze Zahl.
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2. Erster Zugang

gilt. Wir stellen also fest, da� die F olge ( �

�

M

�

f

i

) Cauc h y-F olge in der m -Norm ist. Da

H

m

v ollst

•

andig und � als Multiplik ationsop erator stetig ist, liegt �

�

M

�

f eb enfalls in H

m

.

Indem wir n un in

k �

�

M

�

f

i

k

m

� c

�

k �

�

M

�

f

i

k

0

+ k �

�

P M

�

f

i

k

0

�

auf b eiden Seiten den Grenzw ert bilden, erhalten wir das gew

•

unsc h te Ergebnis.

Die Sc hlagkr

•

aftigk eit der G � arding-Ungleic h ung zeigt sic h jetzt in V erbindung mit dem

Sob olev-Lemma. Wir erhalten das f

•

ur unser w eiteres V orgehen wic h tige Resultat

Satz 2.1.13. Sei A wie in L emma 2.1.8, K b � , k 2 N und b ezeichne j�j

k ;K

die Halb-

norm (1.2) (b ez

•

uglich einer b eliebigen Zerle gung der Eins). Dann gibt es eine Konstante c

(abh

•

angig von K ; k und der Zerle gung der Eins), so da�

j f j

K ;k

� c

d s= 2 e

X

l =0










A

l

f










0

8 f 2

\

l 2 N

dom

�

A

l

�

f

•

ur s > k + n= 2 gilt.

Beweis. Seien A; � ; K ; k wie in den V oraussetzungen der obigen Behauptung. Da � para-

k ompakt ist, gibt es eine endlic he

•

Ub erdec kung ( U

i

) v on K durc h Karten umgebungen. Wir

erg

•

anzen diese zu einer

•

Ub erdec kung v on � und w

•

ahlen eine dieser

•

Ub erdec kung un terge-

ordnete Zerlegung der Eins ( �

i

). Wir b ezeic hnen die Halbnorm b ez

•

uglic h dieser Zerlegung

der Eins mit j�j

0

k ;K

und sc h

•

atzen f

•

ur b eliebiges f 2

T

l � N

dom

�

A

l

�

ab:

viii

j f j

0

K ;k

=

X

i

X

j � j� k

sup

U

i

\ K

j @

�

�

i �

( M

�

i

f ) j

� 6 c

X

i : K \ U

i

6= ;

k �

i �

( M

�

i

f ) k

s

f

•

ur s > k +

n

2

(Sob olev-Lemma)

� 6 c

X

i : K \ U

i

6= ;

�










�

i �

�

A

d s= 2 e

M

�

i

f

�










0

+ k �

i �

( M

�

i

f ) k

0

�

(Korollar 2.1.12)

� 6 c

X

i : K \ U

i

6= ;

6 c

i

d s= 2 e

X

l =0










A

l

f










0

(Satz 2.1.8)

� 6 c

d s= 2 e

X

l =0










A

l

f










0

;

viii

Dab ei v erw enden wir das Sym b ol 6 c , die Reehsc he univ erselle Konstan te : Die Relation j X ( Y ) j

1

�6 c j Y j

2

zwisc hen zw ei (Halb-)Normen 1 und 2 und irgendw elc hen Ob jekten X ; Y mein t, da� es eine p ositiv e

Konstan te c gibt, die m

•

oglic herw eise v on X , nic h t jedo c h v on Y abh

•

angt und f

•

ur die j X ( Y ) j

1

� c j Y j

2

gilt.
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2.1. Mathematisc he V orb emerkungen

da n ur endlic h viele K \ U

i

6= ; sind. Da wir die Halbnormen j�j

k ;K

und j�j

0

k ;K

gegeneinander

absc h

•

atzen k

•

onnen, folgt die Behauptung.

Eine w eitere An w endung des Prinzips der elliptisc hen Regularit

•

at ist der folgende Satz.

So w ohl die Idee, ein solc hes Resultat zu v erw enden, als auc h dessen Bew eis v erdank en wir

R. V erc h.

Satz 2.1.14. Sei A ein DO, der die A nnahmen 1,2 und 3 aus Satz 2.3.4 erf

•

ul lt. Ist B eine

Sesquiline arform auf C

1

0

(�) � C

1

0

(�) und gibt es zu b eliebigen zwei Komp akta K

1

; K

2

� �

und b eliebigem N 2 N

0

eine Konstante c

K

1

;K

2

;N

, so da�

�

�

B ( A

N

f ; A

N

g )

�

�

� c

K

1

;K

2

;N

k f k

0

k g k

0

8 f 2 C

1

0

( K

1

) 8 f 2 C

1

0

( K

2

) (2.4)

gilt, so ist B dur ch einen glatten Kern ge geb en.

Beweis. Strategie : Wir w erden zeigen, da� B einen glatten In tegralk ern b esitzt, indem

wir b ew eisen, da� WF ( B ) = ; . Dazu w erden wir B lok alisieren und alle Rec hn ungen in

Ko ordinaten durc hf

•

uhren. Durc h direkte Rec hn ung k

•

onnen wir dann das Abfallv erhalten

der F ouriertransformierten der lok alisierten Bilinearform b estimmen.

Die F ouriertransformierte : Seien U

1

; U

2

b eliebige, relativk ompakte Karten umgebungen

v on Karten ( U

1

; �

1

) ; ( U

2

; �

2

) der Mannigfaltigk eit � und b ezeic hne h

ab

( i )

( x ) @

a

@

b

, i = 1 ; 2 den

T erm zw eiter Ordn ung v on A in den jew eiligen Ko ordinaten auf U

i

. Nac h V oraussetzung

an A ist dann h

ab

( i )

( x ) k

a

k

b

eine p ositiv de�nite Bilinearform auf dem R

n

f

•

ur alle x aus der

Umgebung �

i

U

i

.

Wir iden ti�zieren n un S

n � 1

mit der Einheitssph

•

are f k 2 R

n

j k k k = 1 g im R

n

und de�nie-

ren die F unktionenklassen

B

i

:=

�

' 2 C

1

( �

i

U

i

� S

n � 1

) j supp ' ( � ; v ) b �

i

U

i

8 v 2 S

n � 1

	

i = 1 ; 2 ;

B := B

1


 B

2

:

F

•

ur '

( i )

2 B

i

und v

( i )

2 S

n � 1

sc hreib en wir

' � '

(1)


 '

(2)

2 B

v � ( v

(1)

; v

(2)

) 2 S

n � 1

� S

n � 1

'

v

� '

(1)

v

(1)

( � ) 
 '

(2)

v

(2)

( � ) � '

(1)

( � ; v

(1)

) 
 '

(2)

( � ; v

(2)

) 2 C

1

( �

1

U

1

) 
 C

1

( �

2

U

2

)

e

v

� e

v

(1)


 e

v

(2)

:

Wir b ew eisen jetzt die folgende Aussage

•

ub er eine Bilinearform B , die die ob en angegeb enen

V oraussetzungen erf

•

ullt:

Seien N 2 N

0

, ' 2 B , dann gibt es eine Konstan te c so, da�

�

�

�

�

�

B ( '

v

e

� v

)

�

�

�

� c�

� 4 N

8 � 2 R : � � 1 ; 8 v 2 S

n � 1

� S

n � 1

( � )
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2. Erster Zugang

gilt. Diese Aussage b edeutet insb esondere, da� die F ouriertransformierte

B ( �

(1)

e

k

(1)


 �

(2)

e

k

(2)

)

(mit �

( i )

2 C

1

0

( U

i

) b eliebig) der durc h die �

( i )

lok alisierten Bilinearform B rasc h abf

•

allt.

Wir v erw enden v ollst

•

andige Induktion

•

ub er N

0

:

Induktionsanfang N = 0: Aufgrund der V orausetzungen an B k

•

onnen wir absc h

•

atzen

�

�

�

�

�

B ( '

v

e

� v

)

�

�

�

�6 c










'

(1)

v

(1)










0










'

(2)

v

(2)










0

�6 c:

Im zw eiten Sc hritt hab en wir zus

•

atzlic h b en utzt, da� die '

( i )

( v

i

; x ) glatt in b eiden Ar-

gumen ten sind und T r

•

ager un ter einem Kompaktum hab en. Daher k ann die auftretende

Konstan te unabh

•

angig v on v gew

•

ahlt w erden.

Die Aussage ( � ) ist also f

•

ur N = 0 ric h tig.

Induktionssc hritt : Angenommen, ( � ) sei ric h tig f

•

ur ein b estimm tes N 2 N

0

. Sei ' aus B

b eliebig.

Wir b eobac h ten, da� zu ' und N F unktionen '

( N ;�;� )

2 B existieren, so da�

�

�

( A

N


 A

N

) �

�

( '

v

0

e

v

) =( h

ab

(1)

v

(1)

a

v

(1)

b


 h

cd

(2)

v

(2)

c

v

(2)

d

)

N

'

v

0

e

v

+

X

j � j ; j � j < 2 N

v

(1) �

v

(2) �

'

( N ;�;� )

v

0

e

v

gilt. Insb esondere �nden wir f

•

ur � 2 R

�

�

( A

N


 A

N

) �

�

( '

v

e

� v

) = �

4 N

( h

ab

(1)

v

(1)

a

v

(1)

b


 h

cd

(2)

v

(2)

c

v

(2)

d

)

N

'

v

e

� v

+

X

j � j ; j � j < 2 N

�

j � j + j � j

'

( N ;�;� )

v

e

� v

( ] )

mit F unktionen '

( N ;�;� )

v

2 B .

Wir de�nieren n un

'

0

v

:=

�

( h

ab

(1)

v

(1)

a

v

(1)

b

)

� ( N +1)

'

(1)

v

(1)

�




�

( h

ab

(2)

v

(2)

a

v

(2)

b

)

� ( N +1)

'

(2)

v

(2)

�

:

Da die h

( i )

p ositiv de�nit sind, k ann man sic h leic h t

•

ub erzeugen, da� auc h '

0

in B liegt.

Mit dem gleic hen Argumen t, wie b eim Induktionsanfang �ndet man

�

�

�

B

�

( A

N +1


 A

N +1

) '

0

v

e

� v

�

�

�

�

�6 c

unabh

•

angig v on � und v . Gleic hzeitig gibt es jedo c h nac h ( ] ) F unktionen '

0

( N ;�;� )

, so da�

B

�

( A

N +1


 A

N +1

) '

0

v

e

� v

�

= �

4( N +1)

B ( '

v

e

� v

)

+

X

j � j ; j � j < 2( N +1)

�

j � j + j � j

B ( '

0

( N ;�;� )

v

e

� v

)

28



2.2. Das Theorem v on W. Junk er

Damit sc h

•

atzen wir ab:

�

�

�

B ( '

v

e

� v

)

�

�

�

� �

� 4( N +1)

�

�

�

B

�

( A

N +1


 A

N +1

) '

0

v

e

� v

�

�

�

�

+

X

j � j ; j � j < 2( N +1)

�

j � j + j � j� 4( N +1)

�

�

�

B ( '

0

( N ;�;� )

v

e

� v

)

�

�

�

� 6 c�

� 4( N +1)

+ 6 c �

� 1

sup

v ;�;�

�

�

�

B ( '

0

( N ;�;� )

v

e

� v

)

�

�

�

f

•

ur � � 1, und w eiter aufgrund der Induktionsh yp othese

� 6 c�

� 4( N +1)

+ 6 c �

� 4 N � 1

� 6 c�

� 4 N � 1

Damit hab en wir die Absc h

•

atzung ( � ) aus der Induktionsh yp othese um eine Stufe v er-

b essert. Indem wir die obige Absc h

•

atzung mit der v erb esserten Ungleic h ung wiederholen,

erhalten wir

�

�

�

B ( '

v

e

� v

)

�

�

�

� 6 c�

� 4 N � 2

8 � � 1 :

Die Absc h

•

atzung hat sic h also wiederum um eine Stufe v erb essert. Dieses V orgehen k

•

onnen

wir n un sc hritt w eise solange wiederholen, bis wir zur gew

•

unsc h ten Ungleic h ung

�

�

�

B ( '

v

e

� v

)

�

�

�

� 6 c �

� 4( N +1)

8 � � 1 :

gelangen. (W eiter k ann dieses V erfahren auc h tats

•

ac hlic h nic h t fortgesetzt w erden.)

Damit hab en wir also durc h v ollst

•

andige Induktion ( � ) f

•

ur alle N b ewiesen.

Sc hlu� : Wie wir gesehen hab en, k

•

onnen wir B um einen b eliebigen Punkt aus � � � so

lok alisieren, da� die b etre�ende F ouriertransformierte rasc h abf

•

allt. Daher ist die W ellen-

fron tmenge v on B leer.

2.2. Das Theo rem von W. Junk er

Wir stellen n un den f

•

ur uns im Hin blic k auf die An w endung in Kapitel 4 wic h tigen Sp ezi-

alfall (statisc he Raumzeit, Grundzustand) eines Theorems aus [14 ] v or. Leider en th

•

alt der

Bew eis des Theorems eine L

•

uc k e, die wir w eiter un ten n

•

aher b esc hreib en w erden.

Sei M eine statisc he, global h yp erb olisc he Raumzeit. Wir b ezeic hnen ihr Killing-V ektorfeld

mit @

t

, dessen Norm mit � := j @

t

j und mit � eine Cauc h y-Fl

•

ac he. Seien �

0

; �

1

die in (1.3)

de�nierten Abbildungen v on F unktionen auf ihre Anfangsw erte und E der Propagator der

K G-Gleic h ung nac h Satz 1.3.2. Mit diesen Bezeic hn ungen erhalten wir den
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2. Erster Zugang

Satz 2.2.1 (Sp ezialfall v on [14 ], Thm. 3.12). Sei I ein p ositiver, symmetrischer, in-

vertierb ar er, el liptischer  DO auf � , dessen Inverses eb enfal ls ein  DO ist. Es geb e wei-

terhin einen  DO Q auf M , so da�

� Q ( iI + �

� 1

@

t

) = 2

g

+ m

2

: (2.5)

Q b esitze ein Hauptsymb ol q , f

•

ur das

q

� 1

(0) n f ( p; 0) j p 2 Mg � f ( p; � ) 2 T

�

M j � ( @

t

) > 0 g (2.6)

gelte. Dann ist die Wel lenfr ontmenge der dur ch

�( F ; G ) =

1

2

�

h �

0

E F ; I �

0

E G i

L

2

(� ; dV ol )

+ h �

1

E F ; I

� 1

�

1

E G i

L

2

(� ; dV ol )

+ i

�

h �

0

E F ; �

1

E G i

L

2

(� ; dV ol )

� h �

1

E F ; �

0

E G i

L

2

(� ; dV ol )

� �

(2.7)

ge geb enen Distribution aus D

0

( M � M ) dur ch W ge geb en. Ist � also Zweipunktfunktion

eines quasifr eien Zustandes des K G-F eldes, so erf

•

ul lt dieser die Hadamar d-Be dingung.

Das Resultat aus [14 ] ist allgemeiner als der hier wiedergegeb ene Sp ezialfall, indem es n ur

eine global h yp erb olisc he Raumzeit v oraussetzt und die den Gleic h ungen 2.5 und 2.7 en t-

sprec henden F ormeln allgemeiner sind.

Die F orderung, da� auc h I

� 1

 DO sein soll, wird in [14 ] nic h t explizit gestellt, ist jedo c h

not w endig. Hingegen hab en wir die Annahme aus [14 ], I sei selbstadjungiert, in die Symme-

trieforderung abgesc h w

•

ac h t, denn die Selbstadjungiertheit v on I spielt in dem b etrac h teten

Sp ezialfall k eine Rolle im Bew eis aus [14 ].

Der Bew eis des Resultats b eruh t auf der An w endung v on S

•

atzen aus der mikrolok alen Ana-

lysis, b etre�end das V erhalten v on W ellenfron tmengen un ter Komp osition der b etre�enden

Distributionen, deren Einsc hr

•

ankung auf Un termannigfaltigk eiten und der An w endung v on

 DO auf selbige. Die Eigensc haft v on I und I

� 1

,  DO zu sein, geh t w esen tlic h in den Be-

w eis ein.

Wie wir in Kapitel 4 feststellen w erden, ist I in der v on uns b etrac h teten Situation im

w esen tlic hen die Quadrat wurzel aus einem selbstadjungierten elliptisc hen DO zw eiter Ord-

n ung. Bev or wir obigen Satz an w enden k

•

onnen, m

•

ussen wir also un tersuc hen, ob solc he

Op eratoren (und ihre In v ersen)  DO sind.

Leider en th

•

alt der Bew eis des Resultats aus [14 ] eine L

•

uc k e in dem F all, da� die Cauc h y-

Fl

•

ac he � nic h t k ompakt ist: Im Bew eis zu Lemma 3.13 aus [14 ] wird die Zw eipunktfunktion

� in eine Summe v on Distributionen I

1

; : : : I

4

aufgespalten und deren W ellenfron tmengen

getrenn t b etrac h tet. Die Distribution I

2

ist dab ei gegeb en als der In tegralk ern der Komp o-

sition zw eier Gl

•

attungsop eratoren, die b eide nic h t not w endig v om eigen tlic hen T yp sind.

Nun wird gesc hlossen, auc h I

2

m

•

usse desw egen durc h eine glatte F unktion gegeb en sein.

Dieser Sc hlu� ist ab er nic h t zul

•

assig: Eine solc he Komp osition k ann sehr w ohl einen Kern

hab en der nic h t glatt ist.

ix

ix

Man b etrac h te z.B. die b eiden glatten F unktionen

F

1

( x; y ) := (1 + y

2

)

� 1 = 4

e

� ( xy )

2

; F

2

( y ; z ) := (1 + y

2

)

� 1 = 4

e

� ( z y )

2

30



2.3. F unktionen v on (Pseudo-)Di�eren tialop eratoren

Ist � k ompakt, tritt dieses Problem jedo c h nic h t auf: Die b eiden Gl

•

attungsop eratoren sind

dann automatisc h v om eigen tlic hen T yp und deren Komp osition b esitzt wieder einen glat-

ten Kern.

Vielleic h t k ann man die De�nition der b eiden Gl

•

attungsop eratoren durc h I ; E ; �

0

; �

1

etc.

ausn utzen um zu zeigen da� I

2

tats

•

ac hlic h immer glatt sein m u�. Das sc hein t jedo c h nic h t

ganz einfac h zu sein.

2.3. F unktionen von (Pseudo-)Di�erentialop erato ren

Ist ein selbstadjungierter Op erator A; dom ( A ) auf einem Hilb ertraum gegeb en, so k ann

man mit Hilfe des Sp ektralk alk

•

uls F unktionen F ( A ) (f

•

ur Borel-F unktionen F ) des Op e-

rators A de�nieren. Im allgemeinen w erden die so de�nierten F unktionen nat

•

urlic h k eine

Di�eren tialop eratoren mehr sein. Es ist jedo c h eine in teressan te (und wie wir gesehen ha-

b en, auc h relev an te) F rage, ob sie zumindest no c h  DO sind.

In der mathematisc hen Literatur gibt es zw ei Resultate, die, w enn k om biniert, diese F rage

f

•

ur Op eratoren auf k ompakten Mannigfaltigk eiten f

•

ur eine gro�e Klasse v on F unktionen

p ositiv b ean t w orten. Um nic h t no c h mehr Begri�e einf

•

uhren zu m

•

ussen, geb en wir sie hier

in einer et w as abgesc h w

•

ac h ten F orm wieder. (Ein w eiteres, v ergleic h bares Resultat �ndet

sic h in [27 ]). Wir b ezeic hnen mit � eine glatte Mannigfaltigk eit mit einer nic h tv ersc h win-

denden Dic h te v v om Gewic h t +1. Das zugeh

•

orige V olumenelemen t b ezeic hnen wir mit

dV ol. Selbstadjungiertheit v on Op eratoren b ezieh t sic h im folgenden also immer auf den

Hilb ertraum H = L

2

(� ; dV ol).

Satz 2.3.1 ([26 ]). Sei � komp akt, P 2 	

m

(�) ein selbstadjungierter, invertierb ar er, el-

liptischer  DO mit homo genem Hauptsymb ol und � 2 C . Dann ist P

�

2 	

Re �

(�) .

Satz 2.3.2 ([31 ], XI I, Thm. 1.3). Sei � komp akt, P 2 	

1

(�) ein selbstadjungierter,

el liptischer  DO mit r e el lem homo genem Hauptsymb ol, m 2 R und F eine glatte F unktion

auf R , so da� zu je dem k 2 N

0

eine Konstante c

k

existiert, mit der

�

�

�

( @

k

x

F )( x )

�

�

�

� c

k

(1 + j x j )

m � k

8 x 2 R

gilt, dann ist F ( P ) ein  DO aus 	

m

(�) .

Betrac h tet man n ur Op eratoren auf k ompakten Mannigfaltigk eiten, so lassen diese Re-

sultate nic h ts zu w

•

unsc hen

•

ubrig. F

•

ur nic h tk ompakte Mannigfaltigk eiten sind uns jedo c h

k einerlei v ergleic h bare Resultate b ek ann t.

V erm utlic h fehlen Resultate

•

ub er den F all nic h tk ompakter Mannigfaltigk eiten, w eil die-

ser w eniger elegan t gehandhabt w erden k ann. Insb esondere zeigt sic h, da� f

•

ur F unktio-

nen F ( x ), die singul

•

ar b ei x = 0 sind, die M

•

oglic hk eit v on Infrarot-Div ergenzen (kurz:

IR-Div ergenzen) b esteh t, die die  DO -Eigensc haft st

•

oren, ob w ohl A in v ertierbar ist. Es

Deren Komp osition

R

F

1

( x; y ) F

2

( y ; z ) d y hat o�ensic h tlic h eine Singularit

•

at b ei (0 ; 0).
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2. Erster Zugang

sc hein t daher not w endig zu sein, zus

•

atzlic he F orderungen an den b etre�enden Op erator

und die F unktion zu stellen, um dies zu v erhindern.

Um das v on uns b ewiesene Resultat zu form ulieren, de�nieren wir zun

•

ac hst die folgende

F unktionenklasse:

De�nition 2.3.3. F

•

ur � > 0 sei K

�

die Menge aller F unktionen F : R ! R , so da� es ein

lok al in tegrierbares f gibt, dessen Laplace-T ransformierte F ist und f

•

ur das es Konstan ten

� ; � > 0 gibt, so da�

1. j f ( � ) j �

� �

in tegrierbar auf [0 ; � ],

2. j f ( � ) j � 6 c �

� � 1

f

•

ur � > � ist.

W eiterhin f

•

uhren wir no c h die folgenden Abk

•

urzungen ein: Sei A ein elliptisc her DO zw eiter

Ordn ung. Wie wir in Absc hnitt 2.5 demonstrieren w erden, transformiert sic h die Ko e�-

zien tenmatrix a

ij

des T erms h

•

oc hster Ordn ung v on A wie ein T ensor zw eiter Stufe under

Ko ordinaten transformationen. v

0

:= (det( � a

ij

))

� 1 = 2

de�niert also eine Dic h te v om Geic h t

+1 auf M und � := ( v =v

0

)

1 = 2

ist somit eine glatte F unktion auf M . Unser Resultat lautet

n un:

Satz 2.3.4. Sei A ein DO auf H mit den folgenden Eigenschaften:

1. A ist von 2. Or dnung, el liptisch und hat r e el le glatte Ko e�zienten.

2. A und al le seine Potenzen A

k

, k 2 N sind wesentlich s.a. auf C

1

0

(�)( � H ) .

3. Das Sp ektrum von A ist in [0 ; 1 ) enthalten, A ist invertierb ar. (` A ist strikt p ositiv'.)

4. Es gibt ein � > 0 , so da� f

•

ur b eliebige � 2 C

1

0

(�) gilt: k A

� �

M

�

k

O p

< 1

x

.

5. Die F unktion M

�

A�

� 1

ist von unten b eschr

•

ankt.

Sei F eine F unktion aus K

�

. Dann ist F ( A ) ein  DO aus 	

0

(�) .

Wir w ollen einige Bemerkungen zu diesem Resultat mac hen:

Bedingungen 3 und 4 : Das Infrarotv erhalten des Sp ektralma�es v on A wird durc h die

Bedingungen 3 und 4 k on trolliert. Hat A eine ec h t p ositiv e un tere sp ektrale Sc hrank e, so

ist Bedingung 4 trivialerw eise erf

•

ullt.

xi

Um IR-Div ergenzen auszusc hlie�en, m u� die F unktion F in Abh

•

angigk eit v on � gew

•

ahlt

x

k�k

O p

b ezeic hnet die Op eratornorm.

xi

Wie der Status der F orderung 4 v on dem b etre�enden Op erator abh

•

angen k ann, zeigt das Beispiel A =

� @

2

x

+ V ( x ) mit V ( x ) > 0, jedo c h ohne ec h t p ositiv e un tere Sc hrank e. Es k ann gezeigt w erden, da�

aussc hlie�lic h das asymptotisc he V erhalten v on V en tsc heidet, wie gro� � gew

•

ahlt w erden k ann, so da�

F orderung 4 no c h erf

•

ullt ist. F

•

allt V exp onen tiell ab, so m u� � not w endig kleiner als 3 = 4 sein. Ist der

Abfall sc h w

•

ac her, so sind gr

•

o�ere � m

•

oglic h [2 ].
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2.4. Die Bew eisstrategie

w erden. Das V erhalten v on F ( x ) f

•

ur kleine x h

•

angt mit dem V erhalten der in v ersen Laplace-

T ransformierten f v on F f

•

ur gro�e Argumen te zusammen. Daher wird im w esen tlic hen

dieses reglemen tiert. Die Bedingung an das V erhalten v on f f

•

ur kleine � ist hingegen rec h t

sc h w ac h.

Bedingung 5 : Wir w erden im

•

ub ern

•

ac hsten Absc hnitt zeigen, da� A auf die F orm � �




+ V

gebrac h t w erden k ann. Die Bedingung 5 garan tiert dann, da� V v on un ten b esc hr

•

ankt ist

(w as wic h tig f

•

ur die An w endung v on Lemma 2.1.8 ist).

Unser Resultat ist viel w eniger allgemein als die ob en zitierten Ergebnisse. Allerdings

w erden zu deren Gewinn ung auc h rec h t aufw endige mathematisc he Metho den b em

•

uh t,

w

•

ahrend unser Bew eis w eitestgehend elemen tar gef

•

uhrt wird. Wir w ollen zu den einzelnen

Einsc hr

•

ankungen unseres Ergebnisses so wie zu et w aigen V erallgemeinerungsm

•

oglic hk eiten

no c h et w as mehr sagen:

Die b ehandelte F unktionenklasse : E�ektiv lassen sic h durc h unser Ergebnis mehr

F unktionen b ehandeln, als in K

�

en thalten sind: Einerseits ist nat

•

urlic h A selb er ein  DO

v om eigen tlic hen T yp und daher lassen sic h un ter Zuhilfenahme v on Satz 2.1.7 alle F unk-

tionen v on A b ehandeln, die Pro dukte aus P olynomen und F unktionen aus K

�

sind.

Andererseits wird Satz 2.1.14 zeigen, da� F ( A ) f

•

ur F ( x ) b esc hr

•

ankt und f

•

ur x ! 1 sc hnell

abfallend eb enfalls  DO sind, deren Addition also auc h k ein Problem darstellt.

Wie gro� die (un ter V erw endung der ob en gegeb enen Hin w eise erw eiterte) F unktionenklas-

se ist, die v on unserem Ergebnis erfasst wird, ist nic h t einfac h zu sagen. W

•

unsc hensw ert

w

•

are auf jeden F all eine einfac here Charakterisierung dieser Klasse. Dann w

•

are auc h ein

b esserer V ergleic h mit den ob en zitierten Ergebnissen aus der Literatur m

•

oglic h.

Die Anforderungen an A : Die Anforderungen an den b etrac h teten Op erator A sind in

unserem Ergebnis viel h

•

oher als b ei den Ergebnissen aus der Literatur, auc h w enn man v on

der Bedingung 4 absieh t, die so o der in

•

ahnlic her F orm not w endig zu sein sc hein t.

Zumindest die Bedingung 2 an A lie�e sic h jedo c h im Rahmen unserer Bew eisf

•

uhrung un ter

V erw endung einer Bemerkung aus [33 ] (`note added in pro of ') no c h erheblic h absc h w

•

ac hen.

Sc h wieriger sc hein t es jedo c h zu sein, auc h F unktionen v on  DO in diesem Rahmen zu b e-

handeln.

Da die V oraussetzungen in Lemma 2.1.8 no c h et w as v er

•

andert w erden k

•

onnen, lie�e sic h

sc hlie�lic h Bedingung 5 no c h et w as absc h w

•

ac hen.

2.4. Die Bew eisstrategie

Bev or wir in den n

•

ac hsten Absc hnitten den Bew eis v on Satz 2.3.4 f

•

uhren, w ollen wir hier

ganz kurz die Bew eisstrategie sc hildern:

Zun

•

ac hst zeigen wir, da� es reic h t, Op eratoren der F orm A = � �




+ V zu b etrac h ten.

Die Grundidee b esteh t dann darin, die abstrakt de�nierten F unktionen F ( A ) durc h Ob jek-

te auszudr

•

uc k en,

•

ub er die man mehr Informationen hat. Wir folgen dab ei R. W ald [33 ] und

v erw enden dazu die Op eratoren e

� � A

. W ald b ew eist (aufbauend auf Arb eiten v on P ato di

und anderen), da� diese f

•

ur A = � �




durc h einen glatten In tegralk ern gegeb en sind und
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2. Erster Zugang

gibt dessen asymptotisc hes V erhalten f

•

ur kleine � an.

Wir v erallgemeinern n un dieses Resultat in der v on uns b en

•

otigten W eise. Mit Hilfe der

Laplace-T ransformation k

•

onnen wir dann den In tegralk ern v on F ( A ) durc h den In tegral-

k ern v on e

� � A

ausdr

•

uc k en. Wir zerlegen daraufhin den In tegralk ern v on F ( A ) in drei T eile,

v on denen einer den IR-An teil und einer den UV-An teil v on F ( A ) repr

•

asen tiert.

Unsere Bedingungen an A garan tieren e�ektiv ein b estimm tes Abfallv erhalten des In tegral-

k erns v on e

� � A

f

•

ur gro�e � . Dies hat wiederum zur F olge, da� der IR-An teil des In tegralk erns

v on F ( A ) glatt ist. V on dem UV-An teil v on F ( A ) k

•

onnen wir durc h eine relativ m

•

uhsame

Rec hn ung un ter V erw endung v on Lemma 2.1.5 zeigen, da� es sic h um einen  DO handelt.

Der letzte T eil des In tegralk erns v on F ( A ) stellt sic h wiederum als glatt heraus.

2.5. R

•

uckf

•

uhrung von A auf einfache Gestalt

Der folgende Satz zeigt, da� wir die allgemeine Situation aus Satz 2.3.4 auf einen Sp ezialfall

zur

•

uc kf

•

uhren k

•

onnen:

Satz 2.5.1. Sei P ein el liptischer DO 2. Or dnung mit r e el len, glatten Ko e�zienten auf

einer Mannigfaltigkeit � mit skalar er nichtverschwindender Dichte v vom Gewicht +1.

Dieser erf

•

ul le die A nnahmen 2 und 3 aus Satz 2.3.4 b ez

•

uglich des dur ch v induzierten L

2

-

R aums L

2

(� ; dV ol ) . Dann gibt es eine Metrik 
 , eine glatte F unktion V auf � und einen

unit

•

ar en Multiplikationsop er ator

U : L

2

(� ; dV ol ) � ! L

2

(� ; dV ol




)

induziert dur ch eine glatte F unktion, so da�

U AU

� 1

= � �




+ V

und U AU

� 1

die A nnahmen 1,2 und 3 aus Satz 2.3.4 b ez

•

uglich L

2

(� ; dV ol




) erf

•

ul lt.

Beweis. Wir b etrac h ten A in einer Karte ( U; � ): Der T erm h

•

oc hster Ordn ung hat in den

en tsprec henden Ko ordinaten x

i

(und b ez

•

uglic h der en tsprec henden Basis des T angen tial-

und des Kotangen tialraums) die F orm a

ij

@

i

@

j

, w ob ei a o.B.d.A. symmetrisc h und w egen

der Elliptizit

•

at und der P ositivit

•

at die durc h � a induzierte quadratisc he F orm p ositiv de-

�nit ist. a

ij

ist dab ei zun

•

ac hst n ur eine Ansammlung v on F unktionen,

•

ub er die wir no c h

k ein b estimm tes T ransformationsv erhalten v oraussetzen.

W

•

ahlen wir eine neue Karte ( U

0

; �

0

), so erhalten wir einen neuen T erm h

•

oc hster Ordn ung

a

0

k l

@

0

k

@

0

l

.

•

Ub erlapp en sic h b eide Kartengebiete, so k

•

onnen wir im

•

Ub erlappungsgebiet b e-

rec hnen

a

ij

@

i

@

j

= a

ij

@ x

0

k

@ x

i

@

0

k

@ x

0

l

@ x

j

@

0

l

= a

ij

@ x

0

k

@ x

i

@ x

0

l

@ x

j

@

0

k

@

0

l

+ a

ij

@ x

0

k

@ x

i

 

@

0

k

@ x

0

l

@ x

j

!

@

0

l

:
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2.5. R

•

uc kf

•

uhrung v on A auf einfac he Gestalt

Durc h V ergleic h der T erme 2. Ordn ung erhalten wir

a

0

k l

= a

ij

@ x

0

k

@ x

i

@ x

0

l

@ x

j

:

Die Matrix a

ij

transformiert sic h also wirklic h wie die Komp onen ten eines T ensors 2. Stufe

im T angen tialraum.

Bei der in v ersen Matrix, die wir mit a

ij

b ezeic hnen, handelt es also w egen der P ositivit

•

at der

aus � a resultierenden quadratisc hen F orm um die Komp onen ten eines metrisc hen T ensors

auf � und wir b ezeic hnen diesen im folgenden mit 
 .

Der Multiplik ationsop erator

U : L

2

(� ; dV ol ) � ! L

2

(� ; dV ol




) ; U = M

�

; � =

v

1 = 2

(det 
 )

1 = 4

ist, wie man leic h t nac hrec hnet, eine bijektiv e Isometrie, also eine unit

•

are Abbildung.

U AU

� 1

hat den gleic hen T erm 2. Ordn ung wie A und mithin den gleic hen wie � �




.

Au�erdem erf

•

ullt U AU

� 1

; U dom ( A ) w egen der Unitarit

•

at v on U und der Eigensc haft

U : C

1

0

(�) ! C

1

0

(�) die Annahmen 1,2 und 3 aus Satz 2.3.4 b ez

•

uglic h L

2

(� ; dV ol




).

Insb esondere ist U AU

� 1

symmetrisc h auf C

1

0

(�). Nun hat ab er jeder symmetrisc he Op e-

rator mit reellen Ko e�zien ten und � 


ij

@

i

@

j

als T erm h

•

oc hster Ordn ung die F orm

� �




+ V ;

denn wir k

•

onnen k einen T erm erster Ordn ung mit reellen Ko e�zien ten hinzuf

•

ugen, ohne

da� der en tstehende Op erator asymmetrisc h wird. T erme 0. Ordn ung k

•

onnen nat

•

urlic h

hinzugef

•

ugt w erden, daher das V in der obigen F ormel.

Wissen wir n un, da� F (

~

A ) mit

~

A := U AU

� 1

ein  DO ist, so ist auc h A ein solc her, denn

es gilt

F ( A ) = U

� 1

U F ( A ) U

� 1

U = U

� 1

F ( U AU

� 1

) U = U

� 1

F (

~

A ) U

da F unktionalk alk

•

ul und unit

•

are Abbildungen v ertausc hen. Man k ann sic h relativ einfac h

klarmac hen, da� die Multiplik ation v on rec h ts und links mit glatten F unktionen die  DO

-Eigensc haften nic h t st

•

ort. Auc h F ( A ) ist also ein  DO , in der gleic hen Klasse wie F (

~

A ).

Eine kurze Rec hn ung zeigt, da� V gerade durc h M

�

A�

� 1

gegeb en ist. Daher garan tiert die

Bedingung 5 aus Satz 2.3.4, da� f

•

ur die durc h sie zugelassenen Op eratoren V v on un ten

b esc hr

•

ankt ist.

Es reic h t also, w enn wir in den folgenden Absc hnitten Op eratoren der F orm � �




+ V mit

v on un ten b esc hr

•

anktem V b etrac h ten, die die Eigensc haften 1,2,3 und 4 aus Satz 2.3.4

erf

•

ullen.
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2. Erster Zugang

2.6. Der W

•

armeleitungsk ern

Im Allgemeinen sind F unktionen F ( A ) selbstadjungierter Di�eren tialop eratoren abstrakt

de�nierte Ob jekte,

•

ub er die man w enig k onkrete Informationen b esitzt. Eine f

•

ur uns wic h-

tige Ausnahme stellen dab ei jedo c h die Exp onen tialfunktionen exp( � � � ), � 2 R dar, mit

denen wir uns in diesem Absc hnitt n

•

aher b esc h

•

aftigen w ollen: Zumindest f

•

ur b estimm-

te Klassen v on Op eratoren A ist

•

ub er die zugeh

•

orige Sc har exp( � � A ), den sogenann ten

W

•

armeleitungsop erator, eine ganze Menge b ek ann t.

Die zum Laplace-Op erator geh

•

origen W

•

armeleitungsop eratoren sind z.B. f

•

ur k ompakte

Mannigfaltigk eiten gut un tersuc h t, zum einen, w eil sie Informationen

•

ub er die T op ologie

der Mannigfaltigk eit en thalten (A tiy ah-Singer-Indexsatz, siehe z.B. [6 ]), zum anderen, w eil

sie f

•

ur das Studium v on Di�usionsv org

•

angen auf Mannigfaltigk eiten v on Bedeutung sind.

Ziel dieses Absc hnittes ist es demgegen

•

ub er, den W

•

armeleitungsk ern f

•

ur Op eratoren auf

nic h t not w endig k ompakten Mannigfaltigk eiten zu un tersuc hen.

Grundlage f

•

ur alle

•

Ub erlegungen in diesem Absc hnitt sind die Ergebnisse aus einer Arb eit

v on R. W ald [33 ]. In dieser wird der W

•

armeleitungsop erator f

•

ur den F all A = � �




+ m

2

k onstruiert. Wir w erden dieses Ergebnis v orstellen und ansc hlie�end auf solc he Op eratoren

mit ortsabh

•

angigem P oten tial V v erallgemeinern, die die Annahmen 1,2,3 und 4 aus Satz

2.3.4 erf

•

ullen.

2.6.1. P a rametrices f

•

ur die W

•

armeleitungsgleichung

Um den Kern des W

•

armeleitungsop erators zu k onstruieren, erw eist es sic h als wic h tig,

dessen asymptotisc hes V erhalten zu k ennen. Um dieses soll es im v orliegenden Absc hnitt

gehen.

Zun

•

ac hst b emerk en wir, da� exp( � � A ) Propagator der W

•

armeleitungsgleic h ung

�

d

d�

+ A

�

h ( � ) = 0 ; h ( � ) 2 L

2

(�) 8 � 2 R

+

in dem Sinne ist, da� f

•

ur f 2 L

2

(�)

�

d

d�

+ A

�

e

� � A

f = 0 ; e

� � A

f

�

�

� =0

= f

gilt. Besitzt exp( � � A ) einen In tegralk ern, sollte dieser also eine Propagator-F unktion f

•

ur

die homogene W

•

armeleitungsgleic h ung sein.

Betrac h ten wir zun

•

ac hst einen Sp ezialfall im R

n

: Im L

2

( R

n

) ist � � + m

2

( m

2

= const: � 0)

w.s.a. auf C

1

0

( R

n

). Man k ann den Kern H ( � ; x; y ) v on exp( � � ( � � + m

2

)) (und damit die

Propagator-F unktion der W

•

armeleitungsgleic h ung) explizit angeb en. Er lautet

H ( � ; x; y ) =

1

(4 � � )

n= 2

e

� � m

2

e

( x � y )

2

4 �

:
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2.6. Der W

•

armeleitungsk ern

Wir w ollen einige Eigensc haften v on H f

•

ur den sp

•

ateren V ergleic h mit den Resultaten f

•

ur

b eliebige Mannigfaltigk eiten und allgemeinere Op eratoren festhalten:

Bemerkung 2.6.1. 1. H ist glatt in allen Argumen ten f

•

ur � > 0.

2. H f

•

allt f

•

ur � ! 0 abseits der Diagonalen exp onen tiell ab, auf der Diagonalen div ergiert

H wie �

� n= 2

.

3. Das V erhalten v on H f

•

ur gro�e � h

•

angt v on der Existenz der un teren sp ektralen

Sc hrank e m

2

ab: F

•

ur m = 0 f

•

allt H wie �

� n= 2

ab, f

•

ur m 6= 0 sogar exp onen tiell.

Allgemeiner sollte man v erm uten, da� das V erhalten v on H f

•

ur kleine � v on dem UV-

V erhalten des Sp ektralma�es v on A abh

•

angt, w

•

ahrend sic h das V erhalten f

•

ur gro�e � aus

dem IR-V erhalten des Sp ektralma�es ergibt. Zumindest letztere V erm utung �ndet man im

obigen Beispiel auc h klar b est

•

atigt.

W esen tlic h ist n un, da� das UV-V erhalten, et w a v on � �




auf einer Riemannsc hen Mannig-

faltigk eit (� ; 
 ), im Prinzip nic h t v on den globalen Eigensc haften v on � abh

•

angt, sondern

dem V erhalten v on � � auf dem R

n

gleic h t. Insofern erw arten wir, da� das V erhalten v on

H f

•

ur kleine � nic h t v on der Mannigfaltigk eit abh

•

angt. Dies ist auc h tats

•

ac hlic h der F all:

In [21 ] und [22 ] w erden P arametrices F

N

( � ; p; q ) f

•

ur die W

•

armeleitungsgleic h ung (d.h.

L

•

osungen der W

•

armeleitung `bis auf glatte T erme') f

•

ur A = � �




k onstruiert: Sie hab en

die F orm

F

N

( � ; p; q ) = � ( p; q )

1

(4 � � )

n= 2

e

�

� ( p;q )

2 �

N

X

l =0

U

l

( p; q ) �

l

: (2.8)

Dab ei ist � der halb e quadratisc he geo d

•

atisc he Abstand wie in De�nition 1.2.1, � ( p; q ) eine

glatte F unktion, die f

•

ur festes q iden tisc h 1 in einer Umgebung v on p = q ist, jedo c h au-

�erhalb einer normalen Umgebung v on q v ersc h windet und so daf

•

ur sorgt, da� F

N

T r

•

ager

n ur dort hat, w o � w ohlde�niert ist.

Die U

l

sind wiederum glatte F unktionen. Sie sind als L

•

osungen b estimm ter Di�eren tialglei-

c h ungen eindeutig und lok al b estimm t durc h die Geometrie v on �.

Diese F

N

sind P arametrices der W

•

armeleitungsgleic h ung in dem Sinne, da�

xii

p

N

( � ; p; q ) := (( @

�

+ A

2

) F

N

) ( � ; p; q ) (2.9)

glatt und in ( p; q ) gleic hm

•

a�ig durc h �

N

b esc hr

•

ankt ist.

Diese P arametrices sind n un wic h tig f

•

ur die Konstruktion des W

•

armeleitungsk erns v on

� �




, insofern dieser ja Propagator f

•

ur die W

•

armeleitungsgleic h ung sein soll. Um diese

Konstruktion auf Op eratoren A = � �




+ V

•

ub ertragen zu k

•

onnen, w erden wir auc h P ara-

metrices f

•

ur die W

•

armeleitungsgleic h ung mit A = � �




+ V b en

•

otigen. Diese erhalten wir

leic h t un ter V erw endung der in [21 ] und [22 ] angegeb enen Konstruktionsv orsc hrift:

xii

A

2

mein t, da� A hier auf das zw eite Argumen t (d.h. auf p ) wirkt.
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2. Erster Zugang

Satz 2.6.2. A uch f

•

ur A = � �




+ V mit V 2 C

1

(�) gibt es glatte F unktionen U

l

( p; q ) , so

da� (mit � ( p; q ) wie ob en)

F

N

( � ; p; q ) := � ( p; q )

1

(4 � � )

n= 2

e

�

� ( p;q )

2 �

N

X

l =0

U

l

( p; q ) �

l

Par ametric es der W

•

armeleitungsgleichung im Sinne von (2.9) sind.

Beweis. In [21 ] und [22 ] w erden die P arametrices b ez

•

uglic h A = � �




k onstruiert, indem

ein Ansatz der F orm (2.8) (mit � � 1) in die W

•

armeleitungsgleic h ung eingesetzt und daraus

Gleic h ungen f

•

ur die U

l

abgeleitet w erden. Diese lauten ( p; q in einer normalen Umgebung,

� die in der b etre�enden Umgebung liegende p und q v erbindende Geo d

•

ate)

U

0

( p; q ) =

�

det 
 ( p )

det 
 ( q )

�

1 = 4

U

i

( p; q ) =

1

(2 � ( p; q ))

i= 2

det 
 ( q )

1 = 4

�

p

2 � ( p;q )

Z

0

ds s

i � 1

det 
 ( � ( s )) ( � �




U

i � 1

) ( p; � ( s )) i = 1 ; 2 ; : : :

Setzen wir n un stattdessen A = � �




+ V ( p ) an und spielen die Konstruktionsv orsc hrift

durc h, so k ommen wir zu ganz

•

ahnlic hen Ergebnissen: Die Gleic h ung f

•

ur U

0

•

andert sic h

nic h t, und in den Gleic h ungen f

•

ur die restlic hen U

i

m

•

ussen wir n ur � �




durc h � �




+ V ( p )

ersetzen. Die erhaltenen U

i

sind also wieder w ohlde�niert und glatt.

Nun w ollen wir die f

•

ur uns wic h tigen Ergebnisse aus [33 ] v orstellen.

W ald b etrac h tet den F all, da� H = L

2

(� ; dV ol




) und A = � �




und alle nat

•

urlic hen

P oten tzen A

N

, N 2 N w.s.a auf C

1

0

(�) sind. Er b ew eist den folgenden

Satz 2.6.3. exp ( � � A ) b esitzt f

•

ur � > 0 einen glatten Inte gr alkern H ( � ; p; q ) . Sein asym-

ptotisches V erhalten f

•

ur kleine � ist dur ch die F

N

aus (2.8) ge geb en, in dem Sinne, da� es

zu N 2 N

0

ein k ( N ) 2 N

0

gibt, so da� Q

N

:= H � F

k ( N )

folgendes V erhalten zeigt:

Zu je dem Komp aktum K � � � � gibt es c

N ;K

der art, da�

j Q

N

( � ; p; q ) j � c

N ;K

�

N

8 ( p; q ) 2 K

f

•

ur hinr eichend kleine � ist.

Zun

•

ac hst w ollen wir b emerk en, da� dieses Ergebnis in vieler Hinsic h t

•

ahnlic h dem f

•

ur den


ac hen Raum ist (v ergleic he Bemerkung 2.6.1): Der W

•

armeleitungsk ern ist glatt und die

Asymptotik f

•

ur kleine � ist die gleic he.

Zum Bew eis des Satzes n utzt W ald zum einen die P arametrices aus [21 ],[22 ], zum anderen

Lok alisation und G � arding-Ungleic h ung (siehe Absc hnitt 2.1.2).

Diesen Bew eis w ollen wir im folgenden Absc hnitt auf den den F all A = � �




+ V v erallge-

meinern.
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2.6. Der W

•

armeleitungsk ern

2.6.2. Der W

•

armeleitungsk ern f

•

ur � �




+P otential

Satz 2.6.4. Sei A = � �




+ V ( p ) mit einer glatten und von unten b eschr

•

ankten F unktion

V und erf

•

ul le b ez

•

uglich eines gewissen De�nitionsb er eiches dom ( A ) � H = L

2

(� ; dV ol ) die

A nnahme 3 aus Satz 2.3.4. Dann b esitzt exp ( � � A ) f

•

ur � > 0 einen glatten Inte gr alkern

H ( � ; p; q ) . A uch in diesem F al l gibt es zu K b � � � eine Konstante c

N ;K

, so da� mit

Q

N

:= H � F

k ( N )

j Q

N

( � ; p; q ) j � c

N ;K

�

N

8 ( p; q ) 2 K

gilt. Dab ei sind die F

k

die Par ametric es der W

•

armeleitungsgleichung b ez

•

uglich A (Satz

2.6.2).

Zus

•

atzlich vermerken wir, da� in je der b eliebigen Karte ( U

1

� U

2

; �

1

� �

2

) f

•

ur b eliebige

Multiindic es �; �

lim

� ! 0

@

�

x

@

�

y

Q

N

( � ; x; y ) = 0 (2.10)

gilt.

Beweis. Wie sc hon w eiter ob en b emerkt, b eruh t der Bew eis v on W ald f

•

ur Satz 2.6.3 zum

einen auf der P arametrix-Konstruktion aus [21 ], [22 ], zum anderen auf der Lok alisation zur

V erw endung der elliptisc hen Theorie.

Um n un auc h den F all allgemeiner V ( p ) zu b ehandeln, m

•

ussen diese b eiden W erkzeuge

angepasst w erden. Der eigen tlic he Bew eis k ann dann un v er

•

andert

•

ub ernommen w erden.

P arametrix-Konstruktion : Wie wir gesehen hab en, k ann man die P arametrixk onstruk-

tion aus [21 ] und [22 ] problemlos auf den F all eines P oten tials V ( p )

•

ub ertragen und erh

•

alt

P arametrices mit den Eigensc haften, die f

•

ur das Argumen t v on W ald gebrauc h t w erden

(Satz 2.6.2).

Lok alisierung : Um lok al die elliptisc he Theorie an w enden zu k

•

onnen, b en utzt W ald die

folgende Aussage:

Lemma 2.6.5 ([33], T eilaussage v on 'Lemma'). A = � �




erf

•

ul le die A nnahme 2 aus

Satz 2.3.4. Dann gibt es zu je dem � 2 C

1

0

(�) und je dem N 2 N eine Konstante c

�;N

, so

da�







A

N

M

�

f







0

� c

�;N

�

k f k

0

+







A

N

f







0

�

8 f 2 dom

�

A

N

�

ist.

Diese m

•

ussen wir durc h eine analoge Aussage f

•

ur A = � �




+ V mit v ariablem (glatten,

v on un ten b esc hr

•

ankten) V ersetzen. Eine solc he hab en wir jedo c h sc hon in Lemma 2.1.8

form uliert.

Allerdings ist Lemma 2.1.8 o�ensic h tlic h sc h w

•

ac her als die Aussage v on W ald und zw ar in
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2. Erster Zugang

zw ei Punkten: Erstens mac h t es n ur Aussagen f

•

ur eine eingesc hr

•

anktere Klasse v on V ekto-

ren f . Zw eitens stehen auf der rec h ten Seite unserer Ungleic h ung mehr T erme als b ei der

v on W ald.

Diese b eiden Absc h w

•

ac h ungen mac hen ab er f

•

ur die An w endung im Bew eis aus [33 ] nic h ts

aus, denn erstens wird die Ungleic h ung n ur auf V ektoren f angew andt, die in den De�ni-

tionsb ereic hen aller A

k

; k 2 N liegen, w eshalb die erste Einsc hr

•

ankung ohne Belang ist.

Zw eitens v erhalten sic h alle







A

k

f







0

; k 2 N

•

ahnlic h, w eshalb der Un tersc hied der b eiden

rec h ten Seiten nic h ts ausmac h t.

Die Zusatzaussage (2.10) : Gleic h ung (2.10) ist sc hon implizit in dem Bew eis v on 2.6.3

in [33 ] en thalten: W ald zeigt, da�

Q

k

( � ; p; q ) =

�

Z

0

g ( � ; �

0

; p; q ) d�

0

ist, w ob ei g f

•

ur � � �

0

� 0 eine glatte F unktion in allen Argumen ten ist. Bezeic hne

G ( � ; �

0

; p; q ) die Stammfunktion in �

0

v on g . G ist nat

•

urlic h eb enfalls glatt. Gehen wir

in eine Karte ( U

1

� U

2

; �

1

� �

2

), so sind auc h alle Ableitungen

@

�

x

@

�

y

G ( � ; �

0

; x; y )

glatt und es gilt somit tats

•

ac hlic h:

lim

� ! 0

@

�

x

@

�

y

Q

k

( � ; x; y ) = lim

� ! 0

h

( @

�

x

@

�

y

G )( � ; � ; x; y ) � ( @

�

x

@

�

y

G )( � ; 0 ; x; y )

i

= 0 :

2.7. Die Op erato ren F ( A )

Wir w ollen n un b ew eisen, da� die F unktionen F ( A ) eines elliptisc hen Di�eren tialop erators

(mit den in Satz 2.3.4 v orausgesetzten Eigensc haften)  DO sind. Dazu w erden wir deren

In tegralk erne mit Hilfe der Laplace-T ransformation durc h den W

•

armeleitungsk ern H v on

A ausdr

•

uc k en und dann genauer un tersuc hen.

Dab ei wird sic h die Annahme 4 aus Satz 2.3.4 als wic h tig erw eisen.

2.7.1. Die Laplace-T ransfo rmation

Wir w ollen zun

•

ac hst an die De�nition der Laplace-T ransformierten

F ( x ) = L ( f )( x ) :=

1

Z

0

d� f ( � ) e

� � x

; x > 0
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2.7. Die Op eratoren F ( A )

einer (exp onen tiell b esc hr

•

ankten) F unktion f erinnern. Als ein Beispiel notieren wir die

folgende, v on uns im w eiteren v ersc hieden tlic h b en utzte Laplace-T ransformation: F

•

ur x; � >

0 und f ( � ) = �( � )

� 1

�

� � 1

ist

L ( f )( x ) =

1

�( � )

1

Z

0

�

� � 1

e

� � x

d� = x

� �

: (2.11)

F

•

ur den sp

•

ateren Gebrauc h notieren wir n un die folgenden Aussagen:

Lemma 2.7.1. Sei F = L f eine F unktion aus K

�

(De�nition 2.3.3). Dann gilt:

1. Es gibt eine Konstante c

F

, so da� f

•

ur al le x > 0 die Ungleichung

j F ( x ) j � c

F

(1 + x

� �

)

gilt.

2. F

•

ur a > 0 und � > 0 ist

�

Z

0

d � j f ( � ) j �

t

e

�

a

�

�

(

6 c a

t + �

f

•

ur t + � < 0

6 c f

•

ur t + � � 0 :

Beweis. Erste Aussage des Lemmas : Einfac he Rec hn ung liefert

j F ( x ) j �

1

Z

0

d� j f ( � ) j e

� � x

�

�

Z

0

d� j f ( � ) j + 6 c

1

Z

�

d� e

� � x

�

� � 1

� 6 c + 6 c

1

Z

0

d� e

� � x

�

� � 1

� 6 c

F

(1 + x

� �

) nac h (2.11) :

Zw eite Aussage des Lemmas : Setze h ( � ) := j f ( � ) j �

� �

. h ist nac h V oraussetzung in te-

grierbar auf [0 ; � ] und es ist

�

Z

0

d � j f ( � ) j �

t

e

�

a

�

=

�

Z

0

d � h ( � ) �

t + �

e

�

a

�

:

Der F all t + � � 0: �

t + �

e

�

a

�

�6 c

�

auf [0 ; � ]. Damit folgt die Behauptung.

Der F all t + � < 0: Die F unktion �

t + �

e

�

a

�

nimm t b ei � a= ( t + � ) ihr Maxim um an. Wir

k

•

onnen daher absc h

•

atzen:

�

Z

0

d � h ( � ) �

t + �

e

�

a

�

� 6 ca

t + �

�

Z

0

d � h ( � ) � 6 ca

t + �

;

da h in tegrierbar ist.
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2. Erster Zugang

2.7.2. Der Integralk ern von F ( A )

In diesem und dem n

•

ac hsten Absc hnitt w erden wir F unktionen F ( A ) v on Op eratoren A

b etrac h ten. Wir nehmen dazu an:

Annahme 2.7.2. Seien A und � > 0, so da� die Annahmen 1,2,3,4 und 5 aus Satz 2.3.4

gelten. W eiterhin sei F eine F unktion aus K

�

. Wir b ezeic hnen mit f die F unktion L

� 1

( F )

und mit � ; � die Konstan ten aus den Absc h

•

atzungen aus De�nition 2.3.3.

Satz 2.7.3. F

•

ur den Op er ator F ( A ) gilt:

1. 8 � 2 C

1

0

(�) : k F ( A ) M

�

k

O p

< 1 .

2. F ( A ) : C

1

0

(�) ! C

1

(�) ist stetig.

Beweis. Aussage 1 : Seien �; g 2 C

1

0

(�). Wir b ezeic hnen mit E

�

die Sp ektralsc har v on

A . Dann gilt:

k F ( A ) M

�

g k

2

0

=

1

Z

0

F

2

( � ) d h M

�

g ; E

�

M

�

g i

� 6 c

F

1

Z

0

( �

� 2 �

+ �

� �

+ 1) d h M

�

g ; E

�

M

�

g i nac h Lemma 2.7.1

� 6 c

F

1

Z

0

( �

� 2 �

+ 1)) d h M

�

g ; E

�

M

�

g i da �

� �

�6 c ( �

� 2 �

+ 1)

= 6 c

F

�







A

� �

M

�

g







2

0

+ k M

�

g k

2

0

�

� k g k

2

0

Da C

1

0

(�) dic h t in H ist, folgt die Aussage.

Aussage 2 : Sei K b �, K

0

b �, k 2 N . Wir w

•

ahlen ein � 2 C

1

0

(�), so da� � j

K

0

= 1 ist.

Dann k

•

onnen wir f

•

ur b eliebiges g 2 C

1

0

( K

0

) absc h

•

atzen:

j F ( A ) g j

K ;k

= j F ( A ) M

�

g j

K ;k

�6 c

d s= 2 e

X

l =0










A

l

F ( A ) M

�

g










0

(Satz 2.1.13 mit s > k +

n

2

)

= 6 c

d s= 2 e

X

l =0










F ( A ) M

�

0

A

l

M

�

g










0

f

•

ur �

0

2 C

1

0

(�) ; �

0

j

supp �

= 1

� 6 c

d s= 2 e

X

l =0










A

l

M

�

g










0

wg. Besc hr

•

anktheit v on F ( A ) M

�

0

nac h T eil 1,

= 6 c

supp �

j g j

s; supp �

:

Damit ist die Glattheit v on F ( A ) f und die Stetigk eit v on F ( A ) b ewiesen.
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2.7. Die Op eratoren F ( A )

Wir b erec hnen n un den In tegralk ern des Op erators F ( A ), aufgefa�t als Abbildung C

1

0

(�) !

C

1

(�). Dazu dr

•

uc k en wir F ( A ) in geeigneter W eise durc h den W

•

armeleitungsk ern aus: Wir

b erec hnen f

•

ur g ; h 2 C

1

0

(�):

h g ; F ( A ) h i =

1

Z

0

F ( � ) d h g ; E

�

h i

(2.11)

=

1

Z

0

1

Z

0

f ( � ) e

� � �

d� d h g ; E

�

h i :

Um die In tegrationsreihenfolge zu v ertausc hen, w ollen wir den Satz v on F ubini an w enden.

Da das Ma� d h : : : ; : : : i nic h t p ositiv ist, m

•

ussen wir zuv or die P olarisationsiden tit

•

at an-

w enden. Diese zerlegt d h : : : ; : : : i in eine Lineark om bination p ositiv er Ma�e, auf die wir

einzeln den Satz v on F ubini an w enden k

•

onnen. So ist z.B.

1

Z

0

1

Z

0

�

�

�

f ( � ) e

� � �

�

�

�

d� d h g + h; E

�

( g + h ) i �

1

Z

0

( 6 c

F

+ �

� �

) d h g + h; E

�

g + h i

= h g + h; ( 6 c

F

+ A

� �

)( g + h ) i < 1 ;

wie im Bew eis zu Lemma 2.7.1. Wir setzen alles wieder zusammen und erhalten

h g ; F ( A ) h i =

1

Z

0

f ( � ) h g ; e

� � A

h i d�

=: I

1

( g ; h ) + I

2

( g ; h ) + I

3

( g ; h )

mit

I

1

( g ; h ) =

�

Z

0

f ( � )

Z Z

g ( p ) F

k (0)

( � ; p; q ) h ( q ) dV ol( p ) dV ol( q ) d � ; (2.12a)

I

2

( g ; h ) =

�

Z

0

f ( � )

Z Z

g ( p ) Q

0

( � ; p; q ) h ( q ) dV ol( p ) dV ol( q ) d � ; (2.12b)

I

3

( g ; h ) =

1

Z

�

f ( � ) h g ; e

� � A

h i d � (2.12c)

f

•

ur g ; h 2 C

1

0

(�). I

1

ist eine Art UV-An teil, I

3

eine Art IR-An teil v on F ( A ). Wir un tersu-

c hen jetzt die einzelnen quadratisc hen F ormen genauer:

Satz 2.7.4. Die quadr atischen F ormen I

2

und I

3

hab en C

1

-Inte gr alkerne K

2

bzw. K

3

. I

1

hat den Inte gr alkern

K

1

( p; q ) =

�

Z

0

d� F

k (0)

( � ; p; q ) f ( � )

Dieser ist C

1

abseits der Diagonalen.
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2. Erster Zugang

Beweis. Der Kern v on I

2

: In I

2

wird in allen V ariablen n ur

•

ub er k ompakte Bereic he

in tegriert. Der In tegrand ist eine in p; q glatte F unktion. In � ist sein Betrag in tegrierbar

auf [0 ; � ], denn dieses gilt f

•

ur f , und Q ist glatt in � auf (0 ; � ] und nac h (2.6.4) b esc hr

•

ankt

f

•

ur � ! 0.

Wir sehen also, da� die In tegrale in I

2

absolut k on v ergieren, wir k

•

onnen die In tegrations-

reihenfolge v er

•

andern und erhalten

I

2

( g ; h ) = c

�

Z Z

g ( p ) h ( q )

�

Z

0

f ( � ) Q

0

( � ; p; q ) d�

| {z }

=: K

2

( p;q )

dV ol( p ) dV ol( q ) :

K

2

( p; q ) ist auc h glatt: Ein Standardresultat b esagt, da� Di�eren tiation nac h einem P ara-

meter und In tegration v ertausc h t w erden d

•

urfen, w enn die Ableitung des In tegranden nac h

dem P arameter unabh

•

angig v on diesem in tegrab el ma jorisiert w erden k ann.

Q

0

ist nac h Satz 2.6.4 glatt in p; q und � . Die Ableitungen nac h p und q sind also lok al

b esc hr

•

ankt. W egen der In tegrierbark eit v on j f j auf [0 ; � ] sind also die Ableitungen des In-

tegranden alle (lok al in p und q ) in tegrab el ma jorisierbar und wir d

•

urfen b eliebige partielle

Ableitungen un ter das In tegral ziehen. K

2

ist also tats

•

ac hlic h glatt.

Der Kern v on I

3

: Um zu b ew eisen, da� I

3

einen glatten Kern b esitzt, w ollen wir den Satz

2.1.14 an w enden. Dazu m

•

ussen wir zun

•

ac hst die V oraussetzungen sc ha�en.

Gegeb en zw ei b eliebige Kompakta K

1

; K

2

� � und M 2 N

0

: Seien h

1

2 C

1

0

( K

1

) ; h

2

2

C

1

0

( K

2

). Wir sc h

•

atzen ab:

�

�

h h

1

; A

2 M

e

� � A

h

1

i

�

�

=

�

�

�

h A

� �

h

1

; A

2( M + � )

e

� � A

A

� �

h

1

i

�

�

�

=

1

Z

0

�

2( � + M )

e

� � �

| {z }

=: g ( � ;� )

d h A

� �

h

1

; E

�

A

� �

h

1

i

Die F unktion g ( � ; � ) hat f

•

ur festes � > 0 das einzige Maxim um b ei �

max

= 2( � + M ) =� , es

ist somit f ( � ; � ) � f ( � ; �

max

) �6 c

�

�

� 2( � + M )

. Damit k

•

onnen wir w eiter absc h

•

atzen

� 6 c

�

�

� 2( � + M )

1

Z

0

d h A

� �

h

1

; E

�

A

� �

h

1

i

= 6 c

�

�

� 2( � + M )







A

� �

h

1







2

0

� 6 c

�;M ;K

1

�

� 2( � + M )

k h

1

k

2

0

nac h V oraussetzung an A; � . Eine analoge Absc h

•

atzung gilt nat

•

urlic h f

•

ur

�

�

h h

2

; A

2 M

e

� � A

h

2

i

�

�

.
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Damit k

•

onnen wir uns n un an die eigen tlic he Absc h

•

atzung mac hen:

�

�

I

3

( A

M

h

1

; A

M

h

2

)

�

�

=

�

�

�

�

�

�

1

Z

�

f ( � ) h h

1

; A

2 M

e

� � A

h

2

i d �

�

�

�

�

�

�

� 6 c

1

Z

�

�

� � 1

�

�

h h

1

; A

2 M

e

� � A

h

2

i

�

�

d �

� 6 c

1

Z

�

�

� � 1

�

�

h h

1

; A

2 M

e

� � A

h

1

i

�

�

1 = 2

�

�

h h

2

; A

2 M

e

� � A

h

2

i

�

�

1 = 2

d �

indem wir die CS-Ungleic h ung auf die p ositiv e F orm h� ; A

2 M

e

� � A

�i angew endet hab en,

�6 c

�;M ;K

1

;K

2

k h

1

k

0

k h

2

k

0

1

Z

�

�

� (1+ � +2 M )

d � nac h obiger Absc h.

�6 c

�;M ;K

1

;K

2

k h

1

k

0

k h

2

k

0

;

da 1 + � + 2 M > 1 und das letzte In tegral somit k on v ergen t ist. Durc h diese Absc h

•

atzung

sind die V oraussetzungen zur An w endung v on Satz 2.1.14 gesc ha�en. Wir erhalten also

tats

•

ac hlic h das Resultat, da� I

3

einen glatten Kern b esitzt.

Der Kern v on I

1

: Um den In tegralk ern v on I

1

zu erhalten, m

•

ussen wir die In tegrations-

reihenfolge in (2.12a) v er

•

andern. Dazu sc h

•

atzen wir mit Hilfe des zw eiten T eils v on Lemma

2.7.1 ab:

�

Z

0

�

�

f ( � ) g ( p ) F

k (0)

( � ; p; q ) h ( q )

�

�

d�

� j � ( p; q ) g ( p ) h ( q ) j

k (0)

X

l =0

�

Z

0

�

�

�

f ( � ) �

� n= 2+ l

U

l

( p; q )

�

�

�

e

�

� ( p;q )

2 �

d �

� j � ( p; q ) g ( p ) h ( q ) j

k (0)

X

l =0

j U

l

( p; q ) j

(

� ( p; q )

� + l � n= 2

f

•

ur � + l � n= 2 < 0

1 sonst.

Die rec h te Seite ist n un ab er in y (= � q ) in tegrierbar, wie man sic h in lok alen Ko ordinaten

aus der Absc h

•

atzung aus Lemma B.1.3, T eil 1 und der T atsac he, da�

� > 0 ) 2( � � n= 2) > � n;

•

ub erzeugen k ann.

Also k

•

onnen wir die In tegrationsreihenfolge in (2.12a) v er

•

andern und erhalten den angege-

b enen In tegralk ern.
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Glattheit : Gegeb en p; q 2 � ; p 6= q . Liegt p nic h t in einer normalen Umgebung v on q , so ist

K

1

( � ; p; q ) = 0 und wir hab en nic h ts zu b ew eisen. Anderenfalls v erw enden wir eine Karte

( U; � ), die diese normale Umgebung

•

ub erdec kt und setzen x := � p; y := � q : Jede partielle

Ableitung, die auf �

�

exp( �

�

2 �

)( x; y ) wirkt, erzeugt einen F aktor �

� 1

. Wir sc h

•

atzen wie

ob en ab:

�

Z

0

�

�

@

�

f ( � ) g ( x ) F

k (0)

( � ; x; y ) h ( y )

�

�

d�

� 6 c

k (0)

X

l =0

(

� ( x; y )

� + l � n= 2 �j � j

f

•

ur � + l � n= 2 � j � j < 0

1 sonst

< 1

nac h V oraussetzung. Daher k

•

onnen wir den Satz v on Leb esgue an w enden, um b eliebige

partielle Ableitungen durc h die � -In tegration zu ziehen.

Setzen wir jetzt K := K

1

+ K

2

+ K

3

und b ezeic hnen mit I den Op erator

C

1

0

(�) 3 g 7� ! I g :=

Z

�

K ( � ; q ) g ( q ) dV ol( q ) ;

so stellen wir zusammenfassend fest, da�

h f ; F ( A ) g i = h f ; I g i 8 f ; g 2 C

1

0

(�)

gilt und w egen der Dic h theit v on C

1

0

(�) sogar

F ( A ) g = I g 8 g 2 C

1

0

(�)

ist. F ( A ) und I stimmen also als Op eratoren C

1

0

(�) ! C

1

(�)

•

ub erein. Das ist en t-

sc heidend f

•

ur alles folgende, denn f

•

ur die  DO -Eigensc haft v on F ( A ) spielt n ur dessen

Einsc hr

•

ankung auf C

1

0

(�) eine Rolle.

Wie ob en f

•

ur K v orgef

•

uhrt, k

•

onnen wir auc h den einzelnen K

i

Op eratoren C

1

0

(�) !

C

1

(�) zuordnen, die wir der Einfac hheit halb er wie die zugeh

•

origen F ormen mit I

i

b e-

zeic hnen.

Da I

2

und I

3

C

1

-In tegralk erne hab en, also stetig C

1

0

(�) ! C

1

(�) sind und F ( A ) =

I

1

+ I

2

+ I

3

nac h Satz 2.7.3 als Op erator C

1

0

(�) ! C

1

(�) eb enfalls stetig ist, k

•

onnen wir

no c h das folgende Korollar festhalten:

Korollar 2.7.5. I

1

: C

1

0

(�) ! C

1

(�) ist stetig.

Da I

2

und I

3

einen glatten Kern hab en und somit sc hon als  DO erk ann t sind, bleibt jetzt

n ur no c h zu zeigen, da� I

1

eb enfalls  DO ist.
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2.7. Die Op eratoren F ( A )

Ein W eg, dies zu zeigen, w

•

are die V erw endung der sc hon b ek ann ten Resultate

•

ub er F unk-

tionen v on (Pseudo-)Di�eren tialop eratoren auf k ompakten Mannigfaltigk eiten ([31 ], [26 ],

[27 ], siehe Absc hnitt 2.3) nac h dem folgenden Sc hema:

Der In tegralk ern v on I

1

an einem Punkt ( p

1

; p

2

) 2 � � � h

•

angt nac h den im Bew eis zu

Satz 2.6.2 angegeb enen F ormeln f

•

ur die P arametrix v on A n ur v on der Geometrie in einer

b eliebig kleinen Umgebung v on ( p

1

; p

2

) ab. Konstruiert man also eine k ompakte Mannigfal-

tigk eit

~

� , so da� Umgebungen U

i

v on p

i

durc h Abbildungen �

i

isometrisc h in

~

� eingeb ettet

w erden und de�niert man einen D O

~

A auf

~

�, der auf �

i

U

i

wie �

i �

A�

�

i

wirkt, so sollte F (

~

A )

einerseits  DO sein (sofern

~

A die An w endung einer Kom bination der Ergebnisse aus [31 ]

und [26 ] bzw. aus [27 ] zul

•

a�t), andererseits sollte sein In tegralk ern auf �

1

U

1

� �

2

U

2

gleic h

�

�

1

� �

�

2

K

1

bis auf C

1

-F unktionen sein.

Da die Eigensc haft,  DO zu sein, lok al getestet w erden k ann (Lemma 2.1.5), w

•

are damit

auc h I

1

als  DO erk ann t.

Wir w

•

ahlen jedo c h einen anderen W eg, indem wir die  DO -Eigensc haft v on I

1

direkt aus

der expliziten Darstellung des In tegralk ernes K

1

(Satz 2.7.4) b ew eisen. Das hat den V orteil,

da� wir unabh

•

angig v on den Ergebnissen aus [31 ], [26 ], [27 ] sind und uns mithin auc h k eine

Gedank en dar

•

ub er mac hen m

•

ussen, ob man

~

A so k onstruieren k ann, da� es die n

•

otigen

V orausetzungen (Selbstadjungiertheit, In v ertierbark eit) erf

•

ullt.

Der Nac h teil unserer direkten Rec hn ung ist, da� sie relativ langwierig ist. Daher hab en wir

sie in den Anhang B v ersc hob en und bringen hier n ur das Ergebnis:

Satz 2.7.6. I

1

ist ein  DO aus 	

0

(�) .

Daraus ergibt sic h n un sofort der Satz 2.3.4.
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3. Zw eiter Zugang

In diesem Kapitel w ollen wir einen zw eiten W eg b esc hreib en, die Hadamard-Eigensc haft f

•

ur

quasifreie Grundzust

•

ande zu b ew eisen. Dieser wird sic h als erfolgreic her herausstellen als

der im letzten Kapitel b espro c hene, denn er ist sehr viel einfac her und f

•

uhrt auf station

•

aren

Raumzeiten zum Ziel. Alle w esen tlic hen Ideen, die in diesem Zugang v erw endet w erden,

v erdank en wir R. V erc h.

Bei diesem Zugang gehen wir nic h t v on einer k onkreten Darstellung der Zw eipunktfunktion

� aus, sondern v ersuc hen vielmehr, die allgemeinen Eigensc haften v on �, die aus Eigen-

sc haften des F eldes und des Zustands folgen, auszun utzen.

Namen tlic h w erden wir die Grundzustandseigensc haft (In v arianz und Sp ektrumsb edin-

gung) auf Seiten des Zustandes so wie Lok alit

•

at und F eldgleic h ung auf Seiten des F eldes

v erw enden. Aus jeder dieser Eigensc haften leiten wir Einsc hr

•

ankungen an die W ellenfron t-

menge v on � her. Zusammengenommen sp ezi�zieren sie WF (�) v ollst

•

andig.

Um aus den ob en genann ten Eigensc haften der Theorie die Einsc hr

•

ankungen an WF (�)

zu erhalten, sind mathematisc he Hilfsmittel v onn

•

oten: Um die Grundzustandseigensc haft

auszun utzen, v erw enden wir einen in [12 ] gegeb enen Zusammenhang zwisc hen F ouriertrans-

formierten und W ellenfron tmenge v on Elemen ten aus S

0

( R

n

). Dazu setzen wir � lok al zu

einer temp erierten Distribution fort.

Die F eldgleic h ung l

•

a�t sic h ausn utzen, indem S

•

atze aus der mikrolok alen Analysis

•

ub er die

Ausbreitung v on Singularit

•

aten angew endet w erden.

3.1. Mathematische Hilfsmittel

Um die Notation zu �xieren, de�nieren wir zun

•

ac hst die die T op ologie v on S ( R

n

) k onsti-

tuierenden Halbnormen:

De�nition 3.1.1. Sei f 2 S ( R

n

), j; k 2 N . Dann de�nieren wir die Halbnormen

j f j

j;k

:=

X

j � j� j

j � j� k

sup

�

�

�

x

�

@

�

x

f ( x )

�

�

�

und

j f j

j

:= j f j

j; 0

:
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3.2. Bedingungen an WF (�)

Wir b ezeic hnen mit �

a

f

•

ur a 2 R

n

die T ranslationen �

a

f ( x ) := f ( x � a ) und halten folgende

einfac he Eigensc haften der Halbnormen j �j

j

fest:

Lemma 3.1.2. Seien f ; g 2 S ( R

n

) . Dann gilt

1. j �

a

f j

j

= j f j

j

8 a 2 R

n

.

2. j f g j

j

� j f j

j

j g j

j

.

Wir b ezeic hnen mit S

0

( R

n

) den Raum der temp erierten Distributionen und v erw enden im

folgenden h

•

au�g (und ohne expliziten Hin w eis) die folgende T atsac he (`Satz v om Kern',

z.B. [24 ] Thm. V.12):

Satz 3.1.3. Zu je dem biline ar en, in b eiden Eintr

•

agen getr ennt stetigen F unktional T ( � ; � )

auf S ( R

n

) � S ( R

n

) gibt es

~

T 2 S

0

( R

2 n

) , so da� T ( f ; g ) =

~

T ( f 
 g ) ist.

In [12 ] wird ein Zusammenhang zwisc hen asymptotisc hem V erhalten v on F ouriertransfor-

mierter und der W ellenfron tmenge einer temp erierten Distribution gegeb en. Dieser b en

•

otigt

folgende

De�nition 3.1.4. Sei G � R

n

. Dann de�niert

�( G ) :=

�

k 2 R

n

j k = lim

j !1

c

j

k

j

mit k

j

2 G ; c

j

2 R

+

; lim

j !1

c

j

= 0

�

den sogenann ten Grenzk egel v on G .

i

Damit k

•

onnen wir die b etre�ende Aussage form ulieren:

Satz 3.1.5 ([12 ], Lemma 8.1.7). Sei u 2 S

0

( R

n

) , G := supp ^u . Dann ist WF( u ) � R

n

�

�( G ) .

3.2. Bedingungen an WF(�)

In diesem Absc hnitt w ollen wir die v ersc hiedenen ph ysik alisc hen Eigensc haften der Theorie

dazu n utzen, Aussagen

•

ub er die W ellenfron tmenge zu mac hen. Wie sic h dann im n

•

ac hsten

Absc hnitt zeigen wird, reic hen diese tats

•

ac hlic h aus, um die Hadamard-Eigensc haft nac h-

zu w eisen.

Dazu nehmen wir die folgende Situation als gegeb en an:

Annahme 3.2.1. ( M ; g ) sei eine station

•

are, global h yp erb olisc he, s +1-dimensionale Raum-

zeit. � 2 D

0

( M ) sei die Zw eipunktfunktion des eindeutigen, quasifreien Grundzustandes

des K G-F eldes auf M .

i

Wie man leic h t einsehen k ann, ist �( G ) tats

•

ac hlic h ein Kegel.
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3. Zw eiter Zugang

Insb esondere gibt es also, wie in Absc hnitt 1.3.1 ausgef

•

uhrt, eine Isometrie ( t; � ) : M !

R � �.

Wir v ersehen M mit der durc h die ausgezeic hnete Zeitk o ordinate t gegeb enen Zeitorien-

tierung, d.h.

T

p

M 3 v mit g

p

( v ; v ) � 0 ist zukunftsgeric h tet : , g

p

( v ; @

t

) > 0 :

3.2.1. P ositivit

•

at und Inva rianz

Zun

•

ac hst n utzen wir die P ositivit

•

at und Zeitin v arianz aus: Wir de�nieren

G

p

1

;p

2

:=

�

( �

1

; �

2

) 2 T

�

p

1

;p

2

( M � M ) j �

1

( @

t

) > 0 ; �

1

( @

t

) = � �

2

( @

t

)

	

p

1

; p

2

2 M ;

G := f ( p

1

; �

1

; p

2

; �

2

) 2 T

�

( M � M ) j ( �

1

; �

2

) 2 G

p

1

;p

2

g :

Dann gilt

Satz 3.2.2. WF(�) � G .

Beweis. R

•

aumlic he Lok alisierung : zun

•

ac hst w erden wir � in den r

•

aumlic hen V ariablen

lok alisieren und als Distribution auf dem R

n

sc hreib en: Seien p

1

; p

2

2 M . Wir setzen

p

i

:= � p

i

2 � ; i = 1 ; 2

Dann gibt es Karten ( U

i

; �

i

) v on � mit p

i

2 U

i

und darauf aufbauend Karten

(

~

U

i

; ~�

i

) := ( �

� 1

( R � U

i

) ; t � �

i

� � ) ; i = 1 ; 2

v on M . Wir notieren die Eigensc haft

~�

i �

@

t

= (1 ; 0 ) : (3.1)

Seien n un

�

i

2 C

1

0

(�) ; supp �

i

� U

i

; �

i

( p

i

) 6= 0 ; i = 1 ; 2 :

Wir de�nieren n un ' 2 D

0

( R

2( s +1)

) durc h

' ( F ) := �( �

1


 �

2

( ~ �

1


 ~�

2

)

�

F ) ; F 2 C

1

0

( R

2( s +1)

) :

Indem wir das T ransformationsv erhalten der W ellenfron tmenge als T eilmenge des Kotan-

gen tialraums v erw enden, �nden wir aufgrund der Konstruktion v on '

WF

p

1

;p

2

(�) = ( ~ �

1


 ~�

2

)

�

WF

~�

1

( p

1

) ; ~�

2

( p

2

)

( ' ) : (3.2)
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3.2. Bedingungen an WF (�)

' als temp erierte Distribution : Jetzt w erden wir zeigen, da� ' zu einer temp erier-

ten Distribution fortgesetzt w erden k ann. Zun

•

ac hst k onstruieren wir dazu eine sp ezielle

Zerlegung der Eins auf R : Sei 0 < � <

1

2

und ~� 2 C

1

0

( R ) so, da�

~� j

[ � 1 = 2+ �; 0]

� 1 ; ~� j

[ � 1 ; � 1 = 2 � � ]

� 0 (3.3)

ist. Wir setzen jetzt

� ( x ) =

8

>

<

>

:

~� ( x ) f

•

ur x 2 [ � 1 ; 0]

1 � ~� ( x � 1) f

•

ur x 2 (0 ; 1]

0 sonst

:

Damit ist � in C

1

0

( R ) und hat die Eigensc haften

� j

[ � 1 = 2+ �; 1 = 2 � � ]

� 1 ; � j

R n [ � 1 = 2 � �; 1 = 2+ � ]

� 0 :

Zus

•

atzlic h gilt

 

N

X

n = � N

� ( x � n )

!

�

�

�

�

�

[ � N + �;N � � ]

� 1 :

Wir f

•

uhren die Abk

•

urzung �

n

( x ) := � ( x � n ) ein und de�nieren f

•

ur f ; g 2 S ( R

s +1

)

�' ( f ; g ) := lim

M ;N � !1

X

n = � N ;::: ;N

m = � M ;::: ;M

' ( �

m

f ; �

n

g ) : (3.4)

Nun folgen zw ei Hilfss

•

atze

•

ub er �' ( f ; g ):

Lemma 3.2.3. Der Gr enzwert in (3.4) existiert und es gilt

1. �' 2 S

0

( R

2( s +1)

)

2. �' ( �

y

f ; �

y

g ) = ' ( f ; g ) 8 f ; g 2 S ( R

s +1

) ; y 2 R .

Dab ei meint �

y

jetzt eine `Zeittr anslation ' �

y

f ( x

0

; : : : x

s

) := f ( x

0

� y ; x

1

; : : : x

s

) .

Beweis. T eil 1 : Seien f ; g 2 S ( R

s +1

). Zun

•

ac hst k

•

onnen wir absc h

•

atzen

j �' ( �

m

f ; �

n

g ) j = j �( �

1

�

m

f ; �

2

�

n

g ) j

� j �( �

1

�

m

f ; �

1

�

m

f ) j

1 = 2

j �( �

2

�

n

g ; �

2

�

n

g ) j

1 = 2

;

( � )
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3. Zw eiter Zugang

da � eine p ositiv e Bilinearform ist, auf w elc he wir die CS-Ungleic h ung an w enden k

•

onnen.

W eiterhin ist � 2 D

0

( M � M ), w eshalb zu K b M ein j

K

2 N und eine Konstan te c

K

existiert, so da� f

•

ur alle f aus C

1

0

( K )

�( f ; f ) � c

K

j f 
 f j

j

K

= j f 
 1 � 1 
 f j

j

K

� 6 c

K

j 1 
 f j

2

j

K

(Lemma 3.1.2, T eil 2)

= 6 c

K

j f j

2

j

K

:

Wir w

•

ahlen n un K b M , so da� supp �

1

� � K . Seien j; c die zu K geh

•

orenden Konstan ten

aus der obigen Absc h

•

atzung. Dann k

•

onnen wir b erec hnen:

j �( �

1

�

m

f ; �

1

�

m

f ) j

1 = 2

= j �( �

1

��

� m

f ; �

1

��

� m

f ) j

1 = 2

w egen [ M

�

i

; �

y

] = 0 (die �

i

h

•

angen n ur v on den r

•

aumlic hen Ko ordinaten ab) und Zeitin v a-

rianz v on �,

� 6 c j �

1

��

� m

f j

j

nac h obiger Absc h.

= 6 c

�

�

�

1

��

� m

�

(1 + t

2

)

� p

(1 + t

2

)

p

f

�

�

�

j

= 6 c

�

�

�

1

�

�

�

� m

(1 + t

2

)

� p

�

�

� m

�

(1 + t

2

)

p

f

�

�

�

j

� 6 c

�

�

�

1

��

� m

(1 + t

2

)

� p

�

�

j

�

�

�

� m

(1 + t

2

)

p

f

�

�

j

Lemma 3.1.2, T eil 2

� 6 c (1 + j m j )

� p

�

�

(1 + t

2

)

p

f

�

�

j

wg. supp � k omp. und 3.1.2, T eil 1

� 6 c (1 + j m j )

� p

j f j

j; 2 p

:

Dab ei ist p 2 N b eliebig. Eine analoge Ungleic h ung ergibt sic h f

•

ur �( �

2

�

n

g ; �

2

�

n

g ). W enden

wir die so erhaltenen Ungleic h ungen zusammen mit ( � ) an, so ergibt sic h

j �' ( �

m

f ; �

n

g ) j � 6 c ( j m j + 1)

� p

( j n j + 1)

� p

j f j

j; 2 p

j g j

j

0

; 2 p

: ( �� )

W

•

ahlen wir n un p > 1 so w erden die F olgen ( j m j + 1)

� p

und ( j n j + 1)

� p

summierbar und

wir erhalten

j �' ( f ; g ) j � 6 c

p

j f j

j; 2 p

j g j

j

0

; 2 p

Damit ist T eil 1 gezeigt.

T eil 2 : Wir sc h

•

atzen ab:

ii

j �' ( f ; g ) � �' ( �

a

f ; �

a

g ) j

� lim

M ;N !1

0

@

N

X

n = N �d a e

d M + a e

X

m = �d M + a e

j ' ( �

m

f ; �

n

g ) j +

�

N � ! � N

�

+

M

X

m = M �d a e

d N � a e

X

n = �d N + a e

j ' ( �

m

f ; �

n

g ) j +

�

M � ! � M

�

1

A

ii

Dab ei b ezeic hnet d�e die n

•

ac hstgr

•

o�ere ganze Zahl.
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3.2. Bedingungen an WF (�)

und indem wir ( �� ) b en utzen und die Grenzw erte f

•

ur die inneren Summen bilden

�6 c

f ;g ;p

lim

N !1

0

@

N

X

n = N �d a e

( j n j + 1)

� p

+

�

N � ! � N

�

1

A

+ 6 c

f ;g ;p

0

@

lim

M !1

M

X

m = M �d a e

( j m j + 1)

� p

+

�

M � ! � M

�

1

A

�6 c

f ;g ;p;a

lim

N !1

( j N j � jd a ej + 1)

� p

= 0 :

Damit ist auc h der 2. T eil des Lemmas gezeigt.

Da �' eine Erw eiterung v on ' ist, k

•

onnen wir im folgenden deren Un tersc heidung gefahrlos

fallen lassen und b ezeic hnen die Erw eiterung eb enfalls mit ' .

F ouriersp ektrum v on ' : Jetzt b erec hnen wir das F ouriersp ektrum v on ' : Dazu de�nie-

ren wir die Mengen

G

1

:=

n

( � ; �

0

) 2 R

2( s +1)

j �

0

= � �

0

0

o

; G

2

:=

n

( � ; �

0

) 2 R

2( s +1)

j �

0

� 0

o

:

Wir b ehaupten

Lemma 3.2.4. supp ^' � G

1

\ G

2

.

Beweis. supp ^' � G

1

: F

•

ur diese Aussage v erw enden wir die T ranslationsin v arianz, indem

wir ein Standardargumen t leic h t ab w andeln: Wir m

•

ussen nac h De�nition des T r

•

agers einer

Distribution zeigen, da� ^' = 0 auf der Menge K := C

1

0

( R

2( s +1)

n G

1

) ist.

Sei dazu I eine o�ene T eilmenge v on R und

V

I

:=

�

� 2 R

s +1

j �

0

2 I

	

~

K :=

�

f

1


 f

2

j f

i

2 C

1

0

( R

s +1

) ; 9 I

i

� R : supp f

i

� V

I

i

I

1

\ � I

2

= ;

	

:

( � )

Man k ann n un relativ einfac h zeigen, da� die Menge der endlic hen Lineark om binationen

v on Elemen ten aus

~

K dic h t ist in K .

iii

Es reic h t also, w enn wir zeigen, da� ^' = 0 auf

~

K .

Betrac h ten wir also f 
 g 2

~

K :

iii

Sei F 2 K : Da R

2( s +1)

n G

1

o�en ist, �ndet man eine

•

Ub erdec kung V

I

( k )

1

� V

I

( k )

2

v on supp F , f

•

ur die I

( k )

1

\

� I

( k )

2

= ; f

•

ur alle k . Da supp F k ompakt ist, �nden wir eine endlic he T eil

•

ub erdec kung V

I

(

~

k )

1

� V

I

(

~

k )

2

.Sei

( F

l

) eine F olge aus C

1

0

( R

s +1

) 
 C

1

0

( R

s +1

), die gegen F k on v ergiert. Man k ann n un jedes F

l

mit Hilfe

einer geeigneten Zerlegung der Eins auf den V

I

(

~

k )

1

� V

I

(

~

k )

2

als Summe v on Elemen ten aus

~

K sc hreib en.
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3. Zw eiter Zugang

W egen der T ranslationsin v arianz gibt es w 2 S

0

( R

2 ( s +1) � 1

), so da� (mit der Sc hreib w eise

g

t

( x ) := g ( t; x ))

' ( f ; g ) =

Z

R

w ( �

� t

f 
 g

t

) dt

ist (siehe dazu z.B. [25 ], S.66). Damit b erec hnen wir

^' ( f 
 g ) = ' (

^

f ; ^g )

=

Z

R

w ( �

� t

^

f 
 ^g

t

) dt

= w

�

Z

R

�

� t

^

f 
 ^g

t

dt

�

= w (

^

f �

0

~

^g )

mit

~

h ( t; x ) := h ( � t; x ) und �

0

der F altung in der Nullk omp onen te

= w (

^

( f ~g )

0

) mit ( f ~g )

0

( t; x ; y ) = f ( t; x ) g ( � t; y )

= w (0) = 0

w egen der T r

•

agereigensc haften aus ( � ) v on f und g . Damit ist ^' = 0 auf

~

K und mithin

auc h auf K . Wir hab en also gezeigt, da� supp ^' � G

1

gilt.

supp ^' � G

2

: Wiederum mit einem Standard-Argumen t zeigen wir die Asymmetrie des

F ouriersp ektrums. Dazu m

•

ussen wir die Grundzustandseigensc haft ausn utzen: � ist als

Sk alarpro dukt auf einem Ein teilc hen-Hilb ert-Raum H gegeb en, auf w elc hem die Zeittrans-

lationen durc h einen unit

•

aren Op erator mit p ositiv em Generator h implemen tiert sind

(De�nition 1.3.3).

Nac h De�nition des T r

•

agers m

•

ussen wir zeigen, da�

^' ( F ) = 0 f

•

ur alle F 2 S ( R

2 ( s +1)

) mit supp F �

n

( � ; �

0

) 2 R

2 ( n +1)

j �

0

0

� 0

o

( ] )

gilt. Seien dazu f ; g 2 C

1

0

( R

s +1

). Wir b erec hnen

' ( f ; �

t

g ) =�( �

1

f ; �

t

�

2

g )

= h k [ �

1

f ] ; k [ �

t

�

2

g ] i

H

= h k [ �

1

f ] ; e

� iht

k [ �

2

g ] i

H

:

Sei n un zus

•

atzlic h h 2 S ( R ). Wir b etrac h ten das In tegral (w elc hes existiert, da ' ( f ; �

t

g )
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3.2. Bedingungen an WF (�)

b esc hr

•

ankt ist):

Z

R

h ( t ) ' ( f ; �

t

g ) d t =

Z

R

h ( t ) h k [ �

1

f ] ; e

� iht

k [ �

2

g ] i

H

d t

=

Z

R

h ( t )

Z

R

e

� i�t

d h k [ �

1

f ] ; E

�

k [ �

2

g ] i

H

d t

= 6 c

Z

R

^

h ( � ) d h k [ �

1

f ] ; E

�

k [ �

2

g ] i

H

d t

= 0 ; falls supp

^

h � R

�

:

Die V ertausc h ung des t - und des � -In tegrals ist dab ei erlaubt: Um den Satz v on F ubi-

ni direkt an w enden zu k

•

onnen, m u� n ur no c h das Ma� d h : : : ; : : : i p er P olarisation des

Sk alarpro duktes in eine Lineark om bination p ositiv er Ma�e zerlegt w erden.

Andererseits b erec hnen wir (un ter V erw endung der Notation e

x

( � ) := e

i h � ;x i

):

Z

R

h ( t ) ' ( f ; �

t

g ) dt =

Z

R

h ( t ) ^ ' (

�

f 
 ��

t

g ) dt

=

Z

R

h ( t ) ^ ' (

�

f 
 e

( t; 0 )

�g ) dt

= ^' (

�

f 
 �g

Z

R

e

( t; 0 )

h ( t ) dt )

= 6 c ^' (

�

f 
 �g

�

h )

= 6 c ^' (

�

f 
 �g

~

^

h ) ;

w ob ei

~

^

h ( t )

^

h ( � t ) mein t. Wir �nden also

^' ( f 
 g h ) = 0 f

•

ur f ; g 2 F C

1

0

( R

s +1

) ; h 2 S ( R ) mit supp h � R

+

:

Das k

•

onnen wir jedo c h v erallgemeinern zu

^' ( F � h ) = 0 f

•

ur F 2 S ( R

2( s +1)

) ; h 2 S ( R ) mit supp h � R

+

;

denn wie eine kurze Rec hn ung zeigt, ist mit C

1

0

( R

s +1

) 
 C

1

0

( R

s +1

) auc h F C

1

0

( R

s +1

) 


F C

1

0

( R

s +1

) dic h t in S ( R

2( s +1)

).

Damit hab en wir jedo c h ( ] ) gezeigt, denn jedes F

0

2 S ( R

2( s +1)

) mit

supp F

0

�

n

( � ; �

0

) 2 R

2( n +1)

j �

0

1

� 0

o

l

•

a�t sic h als Pro dukt F

0

= F h sc hreib en mit F 2 S ( R

2( s +1)

) und h 2 S ( R ) mit supp h �

R

+

.

Die b eiden v orangegangenen Argumen te liefern n un zusammen die Aussage des Lemmas.
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3. Zw eiter Zugang

Um den Bew eis des Satzes abzusc hlie�en, m

•

ussen wir no c h G und G

1

\ G

2

in Zusammenang

bringen.

Zun

•

ac hst hab en wir durc h Satz 3.1.5 und die T atsac he, da� G

1

\ G

2

ein Kegel ist

WF ( ' ) � ( ~ �

1

~

U

1

� ~�

2

~

U

2

) � G

1

\ G

2

, ! T

�

R

2( s +1)

: ( � )

Sei q 2

~

U

i

und � ein Ko v ektor � 2 T

�

~�

i

q

R

s +1

f

•

ur i = 1 o der 2. Dann ist

( ~ �

�

i

� )( @

t

)

(1.1)

= � ( ~ �

i �

@

t

)

(3.1)

= �

0

:

Wir �nden also f

•

ur �

i

2 T

�

~�

i

q

i

R

s +1

, q

i

2

~

U

i

, i = 1 ; 2

� ( ~ �

�

2

�

2

)( @

t

) < 0 , ( �

2

)

0

< 0,

� ( ~ �

�

1

�

1

)( @

t

) = � ( ~ �

�

2

�

2

)( @

t

) , ( �

1

)

0

= � ( �

2

)

0

.

Mit anderen W orten ist

~�

�

h

( ~ �

1

~

U

1

� ~�

2

~

U

2

) � G

1

\ G

2

�

� G : ( �� )

Insb esondere erhalten wir f

•

ur p

1

; p

2

WF

p

1

;p

2

(�)

(3.2)

= ~�

�

WF

� p

1

;� p

2

( ' )

( � )

� ~�

�

h

( ~ �

1

p

1

� ~�

2

p

2

) � G

1

\ G

2

i

( �� )

� G

p

1

;p

2

:

Da p

1

; p

2

b ei der Konstruktion v on ' b eliebig gew

•

ahlt w erden k

•

onnen, ist damit der Satz

b ewiesen.

3.2.2. Lok alit

•

at

Sei � der 'Flip'

� : M � M � ! M � M ; � ( p; q ) = ( q ; p ) :

Damit form ulieren wir die Aussage

Lemma 3.2.5. Seien p

1

; p

2

2 M , p

1

� � p

2

. Dann gilt

WF

p

1

;p

2

(�) = �

�

WF

p

2

;p

1

(�) :
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3.2. Bedingungen an WF (�)

Beweis. Seien p

1

; p

2

2 M , p

1

� � p

2

gegeb en. Da die Menge der ak ausal gelegenen Punkte

o�en ist, �nden wir �

1

; �

2

mit �

i

( p

i

) 6= 0, i = 1 ; 2 und supp �

1

� � supp �

2

.

Sei F 2 C

1

0

( R

2( s +1)

). Da C

1

0

( R

s +1

) 
 C

1

0

( R

s +1

) dic h t in C

1

0

( R

2( s +1)

) ist, gibt es F olgen

( f

(1)

k

) ; ( f

(2)

k

) v on F unktionen aus C

1

0

( R

s +1

), so da�

lim

N !1

N

X

k =1

f

(1)

k


 f

(2)

k

= F in C

1

0

( R

2 ( s +1)

)

ist. Wir b erec hnen damit

�( �

1


 �

2

F ) = lim

N !1

N

X

k =1

�( �

1

f

(1)

k


 �

2

f

(2)

k

)

= lim

N !1

N

X

k =1

�( �

2

f

(2)

k


 �

1

f

(1)

k

) ; w egen der Lok alit

•

at,

= lim

N !1

N

X

k =1

�

�

( �

2


 �

1

) �

�

( f

(1)

k


 f

(2)

k

)

�

= �( �

2


 �

1

�

�

F ) :

Mit Hilfe des T ransformationsv erhaltens der W ellenfron tmenge ist also tats

•

ac hlic h

WF

p

1

;p

2

(�) = WF

p

1

;p

2

�

�(( �

1


 �

2

) � )

�

= WF

p

1

;p

2

�

�(( �

2


 �

1

) �

�

� )

�

; nac h obiger Rec hn ung,

= �

�

WF

p

2

;p

1

�

�(( �

2


 �

1

) � )

�

; wg. T rafo v erhalten v on WF,

= �

�

WF

p

2

;p

1

(�) :

Damit ist das Lemma b ewiesen.

3.2.3. F eldgleichung

Die Zw eipunktfunktion � des K G-F eldes ist p er Konstruktion eine L

•

osung der K G-Gleic h-

ung in b eiden Argumen ten. Dies w ollen wir zur Bestimm ung ihrer W ellenfron tmenge aus-

n utzen.

Ist eine Distribution L

•

osung einer partiellen Di�eren tialgleic h ung, so hat das erheblic he

Auswirkungen auf die Struktur ihrer W ellenfron tmenge:

Einerseits k

•

onnen n ur b estimm te Strahlen aus den Kotangen tialr

•

aumen in der W ellen-

fron tmenge auftreten. Andererseits b edingt das Auftreten eines Elemen ts in der W ellen-

fron tmenge auc h das Auftreten v on anderen { die Singularit

•

aten `breiten sic h aus'.
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3. Zw eiter Zugang

Die mikrolok ale Analysis stellt sehr allgemeine S

•

atze zur V erf

•

ugung, die diese Ph

•

anomene

b esc hreib en. Da diese S

•

atze und ihre An w endung auf den f

•

ur uns in teressan ten F all ab er an

anderer Stelle (siehe z.B. [14 ]) sehr eingehend b esc hrieb en wurden, w ollen wir sie hier nic h t

detailliert v orstellen, sondern n ur die Ergebnisse zitieren. Dazu de�nieren wir zun

•

ac hst das

Un terb

•

undel

N :=

n

( p; � ) 2 T

�

M j g

p

( �

]

; �

]

) = 0

o

des Kotangten tialb

•

undels. Damit lautete das b en

•

otigte Resultat:

Satz 3.2.6. F

•

ur eine L

•

osung � 2 D

0

( M � M ) der K G-Gleichung in b eiden A r gumenten

ist WF (�) � N � N . Weiterhin gilt

( p

1

; �

1

; p

2

; �

2

) 2 WF(�) und ( p

1

; �

1

) � ( p

0

1

; �

0

1

) ) ( p

0

1

; �

0

1

; p

2

; �

2

) 2 WF (�)

und eb enso

( p

1

; �

1

; p

2

; �

2

) 2 WF (�) und ( p

2

; �

2

) � ( p

0

2

; �

0

2

) ) ( p

1

; �

1

; p

0

2

; �

0

2

) 2 WF (�) :

3.3. Berechnung von WF(�)

Jetzt w ollen wir WF (�) tats

•

ac hlic h b erec hnen. Wir v erw enden dazu Argumen te, wie sie

auc h sc hon in [14 ] b en utzt wurden.

Nehmen wir Satz 3.2.2 und den ersten T eil v on Satz 3.2.6 zusammen, so wissen wir

WF (�) � G

N

:= G \ ( N � N ) :

Wir b etrac h ten jetzt wieder zw ei Punkte p

1

; p

2

2 M und w ollen Bedingungen an WF

p

1

;p

2

(�)

erhalten. Dazu mac hen wir eine F allun tersc heidung b ez

•

uglic h der Lage v on p

1

und p

2

zu-

einander:

p

1

; p

2

ak ausal : Einerseits ist G

N

\ �

�

G

N

= f 0 g w egen der Asymmetrie v on G . Andererseits

gilt f

•

ur p

1

� � p

2

w egen Lemma 3.2.5:

G

N

� ( p

1

; p

2

; WF

p

1

;p

2

(�)) = ( p

2

; p

1

; �

�

WF

p

2

;p

1

(�)) � �

�

G

N

:

Damit ist

WF

p

1

;p

2

(�) = ; f

•

ur p

1

� � p

2

:

Auf der Diagonalen : Angenommen ( p; �

1

; p; �

2

) 2 WF (�) und �

1

, �

2

. Dann �nden wir

( p

0

1

; �

0

1

) und ( p

0

2

; �

0

2

) mit

( p

0

1

; �

0

1

) � ( p; �

1

) und ( p

0

2

; �

0

2

) � ( p; �

2

)
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3.3. Berec hn ung v on WF (�)

und so, da� p

0

1

und p

0

2

auf einer gemeinsamen Cauc h y-Fl

•

ac he liegen (globale Hyp erb olizit

•

at).

In einer gewissen Umgebung v on p hab en die b etre�enden Nullgeo d

•

aten k eine k onjugierten

Punkte, so da� wir zus

•

atzlic h p

0

1

6= p

0

2

annehmen k

•

onnen. Damit f

•

uhrt ab er ( p

0

1

; �

0

1

; p

0

2

; �

0

2

) 2

WF(�) zum Widerspruc h mit der

•

Ub erlegung b ez

•

uglic h ak ausal gelegener Punkte. Also

m u� �

1

k �

2

gelten. Wir wissen also �

1

= ��

2

, � 2 R . Au�erdem m u� ab er ( �

1

; �

2

) 2 G , also

�

1

( @

t

) = � �

2

( @

t

) gelten. Damit folgt � = � 1 und insgesam t

WF

p;p

(�) �

n

( � ; �

0

) j g ( �

]

; �

]

) = 0 ; � ( @

t

) > 0 ; � = � �

0

o

: (3.5)

p

1

; p

2

k ausal, nic h t durc h Nullgeo d

•

ate v erbunden : Angenommen ( p

1

; �

1

; p

2

; �

2

) 2

WF(�). Dann �nden wir w egen der globalen Hyp erb olizit

•

at ( p

0

2

; �

0

2

) mit p

0

2

auf der gleic hen

Cauc h y-Fl

•

ac he wie p

1

und ( p

0

2

; �

0

2

) � ( p

2

; �

2

). Nac h V oraussetzung ist p

1

6= p

0

2

, somit p

1

� � p

0

2

und nac h dem v orherigen Absc hnitt WF

p

1

;p

0

2

(�) = ; . Daher m u� auc h

WF

p

1

;p

2

(�) = ;

sein.

p

1

; p

2

durc h mindestens eine Nullgeo d

•

ate v erbunden : Angenommen ( p

1

; �

1

; p

2

; �

2

) 2

WF(�). Zun

•

ac hst nehmen wir zus

•

atzlic h an, da� �

]

1

nic h t tangen tial zu einer der p

1

und

p

2

v erbindenden Nullgeo d

•

aten ist. Dann �nden wir ( p

0

1

; �

0

1

) mit p

0

1

in der Cauc h y-Fl

•

ac he

v on p

2

, jedo c h v on p

2

v ersc hieden, so da� ( p

1

; �

1

) � ( p

0

1

; �

0

1

) gilt. Da p

2

� � p

0

1

f

•

uhrt das zum

Widerspruc h. �

]

1

ist tangen tial zu einer b estimm ten, p

1

und p

2

v erbindenden Nullgeo d

•

ate

� .

Somit �nden wir �

0

1

, so da� ( p

1

; �

1

) � ( p

2

; �

0

1

) gilt. Nac h (3.5) m u� �

0

1

= � �

2

sein, es gilt also

( p

1

; �

1

) � ( p

2

; � �

2

). Au�erdem m u� �

0

1

( @

t

) > 0 sein, daher erhalten wir auc h �

1

( @

t

) > 0,

denn diese Gr

•

o�e

•

andert sic h b eim T ransp ort des (Ko-)V ektors en tlang der Geo d

•

aten nic h t.

Wir hab en also gefunden, da�

WF

p

1

;p

2

(�) � f ( �

1

; �

2

) j ( p

1

; �

1

) � ( p

2

; � �

2

) ; �

1

( @

t

) > 0 g

ist.

Ergebnisse der F allun tersc heidung : W enn wir die Ergebnisse der F allun tersc heidung

zusammenfassen und uns erinnern, da� f

•

ur � 2 T

�

M

� ( @

t

) > 0 , g ( �

]

; @

t

) > 0 , �

]

ist zukunftsgeric h tet ;

erhalten wir

WF (�) � W : (3.6)

( W wurde in Absc hnitt 1.4.2 de�niert.) Jetzt m

•

ussen wir n ur no c h zeigen, da� tats

•

ac hlic h

Gleic hheit der b eiden Mengen gilt. Dazu v erw enden wir, da� die W ellenfron tmenge des

Propagators E der K G-Gleic h ung b ek ann t ist. Wir b en

•

otigen nic h t die genaue Struktur

dieser Menge, sondern lediglic h den singul

•

aren T r

•

ager v on E:
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3. Zw eiter Zugang

Satz 3.3.1 (Korollar v on Thm. 2.32 aus [14]). Es gilt

singsupp E = f ( p

1

; p

2

) 2 M � M j 9 Nul lge o d

•

ate, die p

1

und p

2

verbindet g :

E ist der Imagin

•

arteil v on �. Daher ist

singsupp � � singsupp E

und somit WF

p

1

;p

2

(�) 6= ; , sofern p

1

und p

2

durc h eine Nullgeo d

•

ate v erbunden sind. Sind

p

1

und p

2

durc h genau eine Nullgeo d

•

ate v erbunden, so ist also auf jeden F all WF

p

1

;p

2

(�) =

W

p

1

;p

2

.

Wir b etrac h ten n un den F all, da� p

1

und p

2

durc h mehrere Nullgeo d

•

aten v erbunden sind.

Sei � ( s ) eine da v on. Auf � gibt es n un ab er auf jeden F all einen Punkt p

3

6= p

1

, der n ur durc h

� mit p

1

v erbunden ist. Nac h obiger

•

Ub erlegung ist also WF

p

1

;p

3

(�) = W

p

1

;p

3

. W enden wir

n un den Satz 3.2.6 an, so ergibt sic h tats

•

ac hlic h auc h

WF

p

1

;p

2

(�) �

�

( �

1

; �

2

) 2 T

�

p

1

;p

2

( M � M ) j �

2

P aralleltr. v on �

2

en tl. � ; �

1

( @

t

) > 0

	

:

•

Ahnlic he Relationen erhalten wir auc h f

•

ur alle anderen Nullgeo d

•

aten, die p

1

und p

2

v er-

binden. Damit ist tats

•

ac hlic h WF

p

1

;p

2

(�) = W

p

1

;p

2

und wir �nden sc hlie�lic h

Satz 3.3.2. Sei � die Zweipunktfunktion eines quasifr eien Grundzustandes des K G-F eldes

auf einer glob al hyp erb olischen station

•

ar en R aumzeit M . Dann gilt

WF (�) = W ;

d.h. der Zustand ist ein Hadamar d-Zustand.
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4. Das Mo dell

In diesem Kapitel b esprec hen wir eine An w endung der in den letzten Kapiteln b ereitgestell-

ten T ec hnik en auf eine k onkrete Situation: Wir w ollen die Hadamard-Eigensc haft f

•

ur die in

[17 ] auf b estimm ten T eilgebieten der Sc h w arzsc hild-Krusk al-Raumzeit de�nierten Zust

•

ande

nac h w eisen. Diese An w endung w ar eine w esen tlic he Motiv ation f

•

ur die gesam te Arb eit.

Zun

•

ac hst stellen wir die Sc h w arzsc hild-Krusk al-Raumzeit v or:

4.1. Die Schw a rzschild-Krusk al-Raumzeit

Die Sc h w arzsc hild-Krusk al-Raumzeit (im F olgenden immer SK-Raumzeit genann t) ist eine

Erw eiterung der b ek ann ten Sc h w arzsc hild-Raumzeit. Sie wurde 1959 v on Krusk al angege-

b en [20 ]. Sie ist nic h t w eiter analytisc h fortsetzbar, in diesem Sinne also eine maximale

Erw eiterung.

Die im folgenden angegeb enen grundlegenden Eigensc haften der SK-Raumzeit �ndet man

z.B. in [10 ].

4.1.1. Grundlegende Eigenschaften

Die zugrundeliegende top ologisc he Mannigfaltigk eit ist R

2

� S

2

, die Metrik lautet in Krusk al-

Ko ordinaten T ; X ; �

g = � ( dT

2

� dX

2

) � r

2

d 


2

:

Dab ei ist der V orfaktor

� = 32 M

3

1

r

e

� r = 2 M

und r ist implizit durc h

T

2

� X

2

=

�

1 �

r

2 M

�

e

r = 2 M

gegeb en. d 


2

b ezeic hnet die Metrik auf der Einheitssph

•

are S

2

� R

3

und T und X durc h-

laufen den Bereic h T

2

� X

2

< 1. Die Hyp erb eln T

2

� X

2

= 1 sind geometrisc he Singu-

larit

•

aten der Raumzeit. Die auf der S

2

k onstan ten Kurv en x ( u ) mit T ( u ) = � X ( u ) sind

Nullgeo d

•

aten.

Als L

•

osung der V akuumfeldgleic h ungen ist die SK-Raumzeit Ricci- und somit auc h sk alar-


ac h. Au�erdem ist sie raumartig asymptotisc h 
ac h.
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4. Das Mo dell

4.1.2. Symmetrien und Kausalit

•

atsstruktur

Die SK-Raumzeit ist sehr symmetrisc h: Sie ist kugelsymmetrisc h und b esitzt ein Killing-

V ektorfeld

K = X @

T

� T @

X

:

Der Flu� dieses V ektorfeldes l

•

a�t die S

2

�

0

b ei T = X = 0 in v arian t. An jedem Punkt

v on �

0

gibt es zw ei zukunfts- und zw ei v ergangenheitsgeric h tete Nullv ektoren. Die Null-

geo d

•

aten, die in diese Ric h tungen v on �

0

ausgehen sind In tegralkurv en v on K und bilden

Nullh yp er


•

ac hen h

�

L

; h

�

R

. Nac h [19 ] b ezeic hnet man eine solc he Kon�guration v on Hyp er-




•

ac hen als Bifurk ations-Killing-Horizon t . Diese Nullh yp er


•

ac hen teilen die Raumzeit in

vier o�ene Bereic he, die Keilregionen R ( X > j T j ) und L ( X < � j T j ) und die Regionen F

( T > j X j ) so wie P ( T < � j X j ).

In den Bereic hen R und L ist K zeitartig, sein Flu� de�niert also eine ausgezeic hnete

Zeitk o ordinate f

•

ur diese Bereic he, in denen die Metrik zumindest manifest station

•

ar wird.

Es zeigt sic h jedo c h, da� die Raumzeit f

•

ur diese Bereic he sogar statisc h ist. Eine m

•

oglic h

W ahl v on Ko ordinaten ( t; x ), in denen die Metrik explizit statisc h wird, ist implizit gegeb en

durc h

T = � e

x= 4 M

sinh ( t= 4 M ) ; X = � e

x= 4 M

cosh( t= 4 M ) ; x; t 2 R (4.1)

f

•

ur R resp. L . In den neuen Kordinaten ( t; x ) wird die Metrik

g j

L ; R

= �

2

( dt

2

� dx

2

) � r

2

d 


2

mit � = ( g ( K ; K ))

1 = 2

=

�

1 �

2 M

r

�

1 = 2

und r implizit gegeb en durc h

x = 2 M ln

�

r

2 M

� 1

�

+ r :

Neb en der Kugelsymmetrie und den durc h das Killing-V ektorfeld gegeb enen Isometrien

gibt es eine w eitere Symmetrie, die Spiegelungsisometrie

� : ( T ; X ; � ) 7� ! ( � T ; � X ; � ) ; (4.2)

w ob ei � b eliebige Ko ordinaten auf dem S

2

-An teil b ezeic hnen.

Die SK-Raumzeit ist global h yp erb olisc h, die durc h T = 0 gegeb ene Hyp er


•

ac he � ist

b eispielsw eise eine Cauc h y-Fl

•

ac he. � zerf

•

allt in �

0

, �

R

:= R \ � und �

L

= L \ �. Auc h R

und L sind global h yp erb olisc h, �

R

resp. �

L

sind Beispiele f

•

ur Cauc h y-Fl

•

ac hen. Insofern

ist also das Cauc h y-Problem so w ohl f

•

ur die SK-Raumzeit als Ganzes als auc h f

•

ur R und L

im Sinne v on Satz 1.3.2 w ohlgestellt [17 ].
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4.2. Das K G-F eld auf der SK-Raumzeit

4.2. Das K G-F eld auf der SK-Raumzeit

In [17 ] realisiert Ka y das K G-F eld auf dem Sc h w arzsc hild-T eil R der SK-Raumzeit wie

folgt:

Ein teilc hen-Hilb ert-Raum wird der Raum

H := L

2

�

�

R

;

1

�r

2

dV ol




�

R

�

:

Auf diesem Raum und in den Ko ordinaten (4.1) de�niert Ka y den DO

A := � @

2

x

�

�

2

r

2

L

2

+ �

2

�

2 M

r

3

+ m

2

�

:

Dab ei hab en wir mit L

2

den Laplace-Op erator auf der Einheitssph

•

are S

2

(den `Drehim-

pulsop erator') b ezeic hnet. A ist, bis auf Multiplik ation mit F unktionen, der �

R

-An teil des

K G-Op erators:

2

g

+ m

2

=

1

�

2

@

t

+

1

r �

2

Ar :

Ka y zeigt

Satz 4.2.1 ([17 ], Absc hnitt 4). � F

•

ur al le N 2 N ist A

N

; dom

�

A

N

�

= C

1

0

(�

R

) �

H wesentlich selbstadjungiert.

� Das Sp ektrum des selbstadjungierten A bschlusses A ist enthalten in [0 ; 1 ) , A ist

invertierb ar.

� Es ist C

1

0

(�

R

) � dom

�

A

� 1 = 2

�

.

Der Ein teilc hen-Hamilton-Op erator ergibt sic h zu

h := A

1 = 2

und die Ein teilc hen-Abbildung als

k : C

1

0

( R ) ! H ; k ( F ) =

1

p

2

�

h

1 = 2

r �

0

E F + ih

� 1 = 2

�r �

1

E F

�

:

Dab ei ist E der Propagator der K G-Gleic h ung nac h Satz 1.3.2, und �

0

und �

1

sind die in

Gleic h ung 1.3 de�nierten Abbildungen (b ez

•

uglic h �

R

). W eiterhin w erden die Op eratoren

S :=

�

e

� h

� 1

�

� 1 = 2

; C :=

�

1 � e

� � h

�

� 1 = 2

de�niert. Man k ann sic h leic h t

•

ub erzeugen, da� S h

�

und C h

�

f

•

ur � � 1 = 2 b esc hr

•

ankte Op e-

ratoren sind. In V erbindung mit der Aussage C

1

0

(�

R

) � dom

�

A

� 1 = 2

�

des ob en zitierten
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4. Das Mo dell

Satzes ergibt sic h ran k � dom ( S ) \ dom ( C ). Wir notieren auc h no c h, da� C

2

� S

2

= 1 I ist.

Aus diesen Elemen ten k onstruiert Ka y n un einen quasifreien KMS-Zustand !

�

zur in v ersen

T emp eratur � , so wie einen quasifreien Grundzustand !

1

. Die Zw eipunktfunktionen lauten

�

�

( F ; G ) = h C k ( F ) ; C k ( G ) i

H

+ h S k ( G ) ; S k ( F ) i

H

;

�

1

( F ; G ) = h k ( F ) ; k ( G ) i

H

:

4.3. Die Hadama rd-Eigenschaft f

•

ur !

�

und !

1

Auf die im letzten Absc hnitt v orgestellten Zust

•

ande w ollen wir n un unsere Metho den an-

w enden. Zun

•

ac hst b etrac h ten wir !

1

:

Erster Ansatz : A hat o�ensic h tlic h glatte Ko e�zien ten, ist v on zw eiter Ordn ung und

elliptisc h. Zus

•

atzlic h hat A die in Satz 4.2.1 genann ten Eigensc haften. Damit erf

•

ullt A die

Annahmen 1,2,3 und 4 aus Satz 2.3.4.

Es ist k eine

•

Ub errasc h ung, da� auc h Annahme 5 erf

•

ullt ist. Eine kleine Rec hn ung zeigt,

da� mit den dort v erw endeten Bezeic hn ungen

� =

�

r

; M

�

( A�

� 1

) = �

2

m

2

�

M

2

r

4

> � (4 M )

� 2

:

Wir m

•

ussen n un das IR-V erhalten v on A c harakterisieren. Dazu b ew eisen wir das folgende

Lemma, dessen Aussage implizit sc hon in der Arb eit v on Ka y en thalten ist.

Lemma 4.3.1.







A

� 1 = 2

M

�







O p

< 1 ;







M

�

A

� 1 = 2







O p

< 1 .

Beweis. Wie in [17 ] b emerkt, ist mit der F unktion � := 2 M �

2

=r

3










A

1 = 2

f










2

0

= h f ; Af i

H

� h f ; M

�

f i =










M

�

1 = 2

f










2

0

8 f 2 C

1

0

(�

R

) :

Da � glatt, p ositiv und nic h tv ersc h windend ist, �ndet man zu � 2 C

1

0

(�

R

) eine Konstan te

c

�

, so da� k M

�

f k

0

� c

�










M

�

1 = 2

f










0

f

•

ur b eliebige f aus C

1

0

(�

R

) gilt, es folgt

k M

�

f k

0

� c

�










A

1 = 2

f










8 f 2 C

1

0

(�

R

) :

Da auc h A

1 = 2

w esen tlic h selbstadjungiert auf C

1

0

(�

R

) ist, gilt obige Absc h

•

atzung sogar f

•

ur

alle Elemen te aus dom

�

A

1 = 2

�

. Sei jetzt f aus dom

�

A

� 1 = 2

�

. Wir k

•

onnen dann absc h

•

atzen:










M

�

A

� 1 = 2

f










0

� c

�










A

1 = 2

A

� 1 = 2

f










= c

�

k f k

0

:

Mithin k ann man M

�

A

� 1 = 2

zu einem b esc hr

•

ankten Op erator auf ganz H fortsetzen.

Man k ann n un leic h t nac hrec hnen, da� ( M

�

A

� 1 = 2

)

y

= A

� 1 = 2

M

�

auf C

1

0

(�

R

) ist. Daher

ist A

� 1 = 2

M

�

b esc hr

•

ankt auf C

1

0

(�

R

) und l

•

a�t sic h daher eb enfalls b esc hr

•

ankt auf ganz H

fortsetzen.
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4.3. Die Hadamard-Eigensc haft f

•

ur !

�

und !

1

Nun k

•

onnen wir unser Resultat 2.3.4 auf die F unktion F ( A ) = A

� 1 = 2

an w enden: W egen

(2.11) ist ( L

� 1

F )( � ) = 6 c�

1 = 2 � 1

2 K

1 = 2

, A

� 1 = 2

ist also tats

•

ac hlic h ein  DO .

Da w eiterhin A v om eigen tlic hen T yp ist, ist das Pro dukt AA

� 1 = 2

= A

1 = 2

eb enfalls ein  DO

. A

1 = 2

ist auc h elliptisc h, denn aufgrund der in Satz 2.1.7 gegeb enen Multiplik ationsregel

f

•

ur Hauptsym b ole ist

p




p

( � ; � ) ein Hauptsym b ol v on A

1 = 2

.

Sc hreib en wir die Zw eipunktfunktion �

1

aus und gehen zu dem v on Junk er in [14 ] v er-

w endeten V olumenelemen t

•

ub er, so erhalten wir

�

1

( F ; G ) =

1

2

h �

0

E F ;

1

p

�

U

� 1

hU

1

p

�

�

0

E G i

L

2

(�

R

; dV ol)

+

1

2

h �

1

E F ;

p

�U

� 1

h

� 1

U

p

� �

1

E G i

L

2

(�

R

; dV ol)

+

i

2

�

h �

0

E F ; �

1

E G i

L

2

(�

R

; dV ol )

� h �

1

E F ; �

0

E G i

L

2

(�

R

; dV ol )

�

:

Dab ei b ezeic hnet U den unit

•

aren Op erator U : L

2

(dV ol) ! H , der durc h den Multiplik ati-

onsop erator U = M

p

� r

gegeb en ist.

I := �

� 1 = 2

U

� 1

hU �

� 1 = 2

ist eb enfalls ein elliptisc her  DO , denn diese Eigensc haft wird,

wie man sic h

•

ub erzeugen k ann, durc h Multiplik ation mit glatten nic h tv ersc h windenden

F unktionen nic h t gest

•

ort. Da er au�erdem no c h symmetrisc h ist, und mit

Q =

1

�

( iI � � @

t

)

ein Q gefunden ist, w elc hes die F orderungen aus Satz 2.2.1 erf

•

ullt,

i

k

•

onn ten wir Satz 2.2.1

tats

•

ac hlic h an w enden. G

•

ab e es also nic h t die L

•

uc k e im Bew eis dieses Satzes, so k

•

onn ten wir

jetzt sc hlie�en, da� !

1

tats

•

ac hlic h ein Hadamard-Zustand ist.

Zw eiter Ansatz : Der zw eite Ansatz f

•

uhrt zum Ziel: Da h strikt p ositiv ist, ist !

1

ein

Grundzustand . Daher l

•

asst sic h Satz 3.3.2 an w enden und wir erhalten

Satz 4.3.2. !

1

ist ein Hadamar d-Zustand.

Nun w ollen wir zeigen, da� auc h die KMS-Zust

•

ande !

�

Hadamard-Zust

•

ande sind. Wir

v erw enden dazu unser Ergebnis

•

ub er die Hadamard-Eigensc haft des Grundzustandes !

1

indem wir zeigen, da� die Di�erenz zwisc hen �

�

und �

1

eine glatte F unktion ist.

i

Es ist

� Q ( iI +

1

�

@

t

) =

1

�

I �I +

1

�

2

@

2

t

=

1

r �

2

h

2

r +

1

�

2

@

2

t

(4.2)

= 2 + m

2

:

Ein Hauptsym b ol v on Q ist gegeb en durc h q ( p; � ) = i

q




p

( � ; � ) � i=��

0

. Es gilt also

q ( p; � ) = 0 ; � 6= 0 , �

0

= �

q




p

( � ; � ) > 0 :
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4. Das Mo dell

Zun

•

ac hst formen wir �

�

ein w enig um. W egen C

1

0

(�

R

) � dom

�

S h

� 1 = 2

�

\ dom

�

C h

� 1 = 2

�

sind alle dab ei auftretenden T erme zumindest im Sinne v on quadratisc hen F ormen de�niert:

�

�

( F ; G ) = h C k ( F ) ; C k ( G ) i

H

+ h S k ( G ) ; S k ( F ) i

H

= h k ( F ) ; C

2

k ( G ) i

H

+ h k ( G ) ; S

2

k ( F ) i

H

= h k ( F ) ; (1 I + S

2

) k ( G ) i

H

+ h k ( G ) ; S

2

k ( F ) i

H

= h k ( F ) ; k ( G ) i

H

+ 2 Re ( h k ( F ) ; S

2

k ( G ) i

H

)

= �

1

( F ; G ) + h r �

0

E F ; hS

2

r �

0

E G i

H

+ h �r �

1

E F ; h

� 1

S

2

�r �

1

E G i

H

| {z }

=:�

�

( F ;G )

Die T atsac he, da� der Di�erenzterm �

�

glatt ist, wird sic h daraus ergeb en, da� �

�

ei-

ne L

•

osung der K G-Gleic h ung in b eiden Argumen ten ist, deren Anfangsw erte glatt sind.

Dazu zitieren wir zun

•

ac hst ein Ergebnis aus [5 ], b etre�end die Regularit

•

at v on parameter-

abh

•

angigen L

•

osungen der K G-Gleic h ung:

Satz 4.3.3 (Sp ezialfall v on [5], Prop. A1). Wir b etr achten eine L

•

osung � der K G-

Gleichung

( 2 + m

2

)

1

�( p; q ) = 0

auf einer glob al hyp erb olischen R aumzeit M zu den A nfangswerten

u

0

( p ; q ) ; u

1

( p ; q ) ; p 2 � ; q 2 M

auf einer Cauchy-Fl

•

ache � . u

0

; u

1

sol len glatt in b eiden A r gumenten zusammen sein und

komp akten T r

•

ager in p f

•

ur je des feste q b esitzen.

Dann ist � glatt in b eiden A r gumenten zusammen.

Wir b ew eisen folgendes, auf die v orliegende Situation zugesc hnittenes Korollar:

Korollar 4.3.4. Sei M glob al hyp erb olisch und � 2 C

1

0

( M�M ) L

•

osung der K G-Gleichung

in b eiden A r gumenten. Seien die A nfangswerte

( �

i


 �

j

�)( � ; � ) := �( �

0

i

� ; �

0

j

� ) i = 1 ; 2 j = 1 ; 2

wohlde�niert, glatt und mit komp aktem T r

•

ager. Dann ist � dur ch eine glatte F unktion

ge geb en.

Beweis. Wir fassen ( �

i


 �

0

�)( � ; q ) f

•

ur i = 1 ; 2 als Anfangsw erte f

•

ur die K G-Gleic h ung auf.

W egen Satz 1.3.2 gibt es eine eindeutige L

•

osung �

0

( p; q ) zu diesen Anfangsw erten, w egen

Satz 4.3.3 ist diese glatt in b eiden Argumen ten gemeinsam

ii

und w egen der Eindeutigk eit

ii

Da� hier �

i


 �

0

� n ur auf � � � und nic h t auf � � M de�niert ist, ist nic h t w esen tlic h: Man setze einfac h

glatt auf � � M fort.
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4.4. Die Hadamard-Eigensc haft f

•

ur !

H H

gleic h 1 I 
 �

0

�. 1 I 
 �

0

� ist also glatt.

Genauso v erf

•

ahrt man n un mit �

i


 �

1

� und zeigt damit die Glattheit v on 1 I 
 �

1

�.

1 I 
 �

0

� und 1 I 
 �

1

� w erden n un als Anfangsw erte f

•

ur die K G-Gleic h ung (im zw eiten

Argumen t) aufgefa�t. Man erh

•

alt eine nac h Satz 1.3.2 eindeutige, nac h Satz 4.3.3 in b eiden

Argumen ten gemeinsam glatte L

•

osung, die w egen der Eindeutigk eit mit �

•

ub ereinstimm t.

Daher ist � tats

•

ac hlic h durc h eine glatte F unktion gegeb en.

Wir k ommen n un zur

•

uc k zu �

�

: Sei �

1

; �

2

2 C

1

0

(�

R

). Wir de�nieren folgende Mo di�k ation

v on �

�

:

�

�

( � ; � ) := h r �

0

E F ; M

�

1

hS

2

M

�

2

r �

0

E G i

H

+ h �r �

1

E F ; M

�

1

h

� 1

S

2

M

�

2

�r �

1

E G i

H

:

Die Anfangsw erte v on �

�

sind w ohlde�niert: Mit Hilfe der Gleic h ungen (1.4) b erec hnen

wir:

( �

0


 �

0

�

�

) ( f

1

; f

2

) = h f

1

; M

�r �

1

S

2

h

� 1

M

�r �

2

f

2

i

H

( �

1


 �

0

�

�

) ( f

1

; f

2

) = 0

( �

0


 �

1

�

�

) ( f

1

; f

2

) = 0

( �

1


 �

1

�

�

) ( f

1

; f

2

) = h f

1

; M

r �

1

S

2

hM

r �

2

f

2

i

H

:

Der Op erator S h

� 1 = 2

M

�

= S h

1 = 2

h

� 1

M

�

ist w egen Lemma 4.3.1 (Besc hr

•

anktheit v on

h

� 1

M

�

) und der Besc hr

•

anktheit v on S h

1 = 2

b esc hr

•

ankt f

•

ur b eliebiges � 2 C

1

0

(�). Gleic hes

gilt f

•

ur A

N

S h

� 1 = 2

M

�

, N 2 N . Seien n un K

1

; K

2

b � gegeb en. Wir w

•

ahlen � 2 C

1

0

(�), so

da� � j

K

2

= 1. F

•

ur f

i

aus K

i

und N aus N

0

gilt also

�

�

�

h f

1

; A

N

S h

� 1 = 2

f

2

i

�

�

�

=

�

�

�

h f

1

; A

N

S h

� 1 = 2

M

�

f

2

i

�

�

�

�6 c k f

1

k

0

k f

2

k

0

Daher erf

•

ullt die quadratisc he F orm v on S h

� 1 = 2

die V oraussetzungen v on Satz 2.1.14. Sie

hat also einen glatten Kern. Gleic hes gilt f

•

ur die quadratisc he F orm v on S h

1 = 2

. Insofern

sind die Anfangsw erte v on �

�

tats

•

ac hlic h glatt und hab en w egen der �

i

auc h k ompakten

T r

•

ager. Wir k

•

onnen also das eb en b ewiesene Korollar an w enden und erhalten, da� �

�

durc h

eine glatte F unktion gegeb en ist.

Der Zusammenhang zwisc hen �

�

und �

�

ist n un leic h t herzustellen: Seien K

1

; K

2

zw ei

b eliebige Kompakta in �

R

. W

•

ahlen wir �

1

2 C

1

0

(�

R

) so, da� �

1

j

J ( K

1

) \ �

R

= 1 gilt und �

2

analog mit �

2

j

J ( K

2

) \ �

R

= 1, so ist w egen der in Satz 1.3.2 gegeb enen T r

•

agereigensc haften

v on E �

�

= �

�

auf C

1

0

( K

1

) 
 C

1

0

( K

2

). Es folgt w egen der Beliebigk eit v on K

1

; K

2

, da�

�

�

•

ub erall glatt ist. Damit hat �

�

die gleic he W ellenfron tmenge wie �

1

. Wir erhalten

Satz 4.3.5. !

�

ist ein Hadamar d-Zustand.

4.4. Die Hadama rd-Eigenschaft f

•

ur !

H H

Ka y de�niert in [17 ] n un auc h no c h eine Sc har v on quasifreien Zust

•

anden !

�

�

des K G-F eldes

auf dem Dopp elk eil R � L in der SK-Raumzeit. Die Einsc hr

•

ankungen dieser Zust

•

ande auf

67



4. Das Mo dell

eine der Keilregionen ergeb en die im letzten Absc hnitt v orgestellten Zust

•

ande !

�

. Allerdings

handelt es sic h b ei den !

�

�

nic h t um Pro duktzust

•

ande: Sie sind rein und es gibt nic h ttriviale

Korrelationen zwisc hen den b eiden Regionen. Wir de�nieren

�

�

( F ; G ) := � 2 Re

�

h C k ( F ) ; S k ( G ) i

H

�

F ; G 2 C

1

0

(�

R

) :

Die Zw eipunktfunktion v on !

�

�

lautet dann

�

�

�

( F

R

; F

L

; G

R

; G

L

) = �

�

( F

R

; G

R

) + �

�

( �

�

F

L

; �

�

G

L

)

+ �

�

( F

R

; �

�

G

L

) + �

�

( �

�

F

L

; G

R

) ;

w ob ei F

R

; G

R

2 C

1

0

( R ) ; F

L

; G

L

2 C

1

0

( L ) :

( � )

Dab ei erinnern wir daran, da� mit � die Keilspiegelung (4.2) gemein t ist. Eine kurze Rec h-

n ung liefert

�

�

( F ; G ) = h �r �

1

E F ; C S h

� 1

�r �

1

E G i

H

� h r �

0

E F ; C S hr �

0

E F i

H

:

Dab ei ist der erste Ausdruc k wieder im Sinne quadratisc her F ormen zu v erstehen.

Auc h �

�

ist L

•

osung der K G-Gleic h ung in b eiden Argumen ten. Wiederum k

•

onnen wir die

b etre�enden Anfangsw erte b estimmen. Es ergibt sic h

( �

0


 �

0

�

�

) ( f

1

; f

2

) = h f

1

; M

�r

C S h

� 1

M

�r

f

2

i

H

( �

1


 �

0

�

�

) ( f

1

; f

2

) =0

( �

0


 �

1

�

�

) ( f

1

; f

2

) =0

( �

1


 �

1

�

�

) ( f

1

; f

2

) = h f

1

; M

r

C S hM

r

f

2

i

H

:

Sind also C S h

� 1

und C S h durc h einen glatten Kern gegeb en, so k

•

onnen wir unsere Argu-

men tation aus dem letzten Absc hnitt (Mo di�k ation mit �

1

; �

2

, An w endung v on Korollar

4.3.4) auc h hier an w enden und erhalten die Glattheit v on �

�

.

Nun ist ab er wiederum C S h

� 1

als quadratisc he F orm b esc hr

•

ankt auf C

1

0

( K

1

) � C

1

0

( K

2

)

f

•

ur feste Kompakta K

1

; K

2

, eb enso nat

•

urlic h A

N

C S h

� 1

und A

N

C S h f

•

ur alle N 2 N . Daher

k ann in b eiden F

•

allen der Satz 2.1.14 angew endet w erden: C S h

� 1

und C S h sind tats

•

ac hlic h

durc h glatte F unktionen gegeb en.

Betrac h ten wir n un wieder �

�

�

als Ganzes: Da R und L ak ausal liegen, ist !

�

�

genau dann

ein Hadamard-Zustand, w enn die Einsc hr

•

ankungen auf R bzw. L Hadamard-Zust

•

ande sind

und es k eine w eiteren Beitr

•

age zur W ellenfron tmenge v on �

�

�

gibt.

Die b eiden ersten T erme in ( � ) sorgen daf

•

ur, da� die Einsc hr

•

ankungen v on !

�

�

auf R bzw. L

durc h !

�

gegeb en, mithin Hadamard-Zust

•

ande sind. Die durc h �

�

gegeb enen `Misc h terme'

sind, wie eb en gesehen, glatt, tragen also zur W ellenfron tmenge nic h ts b ei. Daher gilt

Satz 4.4.1. !

�

�

ist ein Hadamar d-Zustand.

Unser Ergebnis zeigt, da� b ez

•

uglic h der Hadamard-Eigensc haft k ein W ert f

•

ur � b ev orzugt

ist. Wir w ollen jedo c h an dieser Stelle b emerk en, da� es Anzeic hen daf

•

ur gibt, da� der
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4.4. Die Hadamard-Eigensc haft f

•

ur !

H H

sogenann te Hartle-Ha wking-Zustand !

H H

:= !

�

8 � M

, also derjenige der obigen Zust

•

ande, der

gerade Ha wking-T emp eratur b esitzt, gegen

•

ub er den

•

ubrigen dadurc h ausgezeic hnet ist, da�

er sic h als einziger zu einem Hadamard-Zustand auf der gesam ten SK-Raumzeit fortsetzen

l

•

asst. Sic her ist zumindest, da� es h

•

oc hstens einen Zustand gibt, der auf den Keilen R und

L jew eils ein KMS-Zustand und auf der gesam ten SK-Raumzeit ein Hadamard-Zustand ist.

Dieser m u� auf den Regionen R und L mit !

H H

•

ub ereinstimmen [19 ].
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A. Der Bew eis von Lemma 2.1.8

Wir w ollen hier den Bew eis v on Lemma 2.1.8

•

ub er die Lok alisierung v on F unktionen im

De�nitionsb ereic h eines elliptisc hen DO nac hholen. Er b eruh t auf der in [33 ] gegeb enen

Idee.

Wir b eginnen ihn mit einem Lemma, das es uns erm

•

oglic h t, unsere Betrac h tungen auf den

F all f 2 C

1

0

(�) zu reduzieren.

Lemma A.1.2. Sei N 2 N und f 2 dom

�

A

2

N

�

. Dann gibt es eine F olge ( f

l

) � C

1

0

(�) ,

so da�

A

m

f

l

! A

m

f ; m = 0 ; 1 ; : : : 2

N

gilt.

Beweis. Wir zeigen p er Induktion nac h N : Sei ( f

l

) eine F olge, f

•

ur die f

l

! f und A

2

N

f

l

!

A

2

N

f gilt. Dann gilt auc h

A

m

f

l

! A

m

f ; m = 1 ; : : : 2

N

: ( � )

Induktionsanfang : N = 1, also nic h ts zu b ew eisen.

Induktionssc hritt : Angenommen, ( � ) gilt f

•

ur N . Gegeb en sei eine F olge ( f

l

) mit

f

l

! f ; A

2

N +1

f

l

! A

2

N +1

f :

W egen










A

2

N

( f

l

� f )










2

0

� k f

l

� f k

0










A

2

N +1

( f

l

� f )










0

folgen f 2 dom

�

A

2

N

�

und A

2

N

f

l

! A

2

N

f :

Nac h Induktionsv oraussetzung sind also die Gleic h ungen f

•

ur m = 1 ; : : : 2

N

in ( � ) erf

•

ullt.

Wir setzen jetzt

~

f

l

:= A

2

N

f

l

und

~

f := A

2

N

f . Dann gilt

~

f

l

!

~

f ; A

2

N

~

f

l

! A

2

N +1

f = A

2

N

~

f :

Somit ist auc h hier die Induktionsv oraussetzung an w endbar, es folgt

A

m

~

f

l

! A

m

~

f m = 1 ; : : : 2

N

:
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Insgesam t hab en wir damit ( � ) f

•

ur N + 1 b ewiesen.

Sc hlu� : Wir k

•

onnen jetzt die Aussage des Lemmas b ew eisen: Ist ein b estimm tes N und

f 2 dom

�

A

2

N

�

v orgegeb en, so �nden wir aufgrund der w esen tlic hen Selbstadjungiertheit

v on A

2

N

auf C

1

0

(�) eine F olge f

l

aus C

1

0

(�) mit f

l

! f und A

2

N

f

l

! A

2

N

f . F

•

ur diese

gilt ( � ), w omit die gesuc h te F olge gefunden ist.

Wir b ew eisen jetzt zun

•

ac hst die gew

•

unsc h te Ungleic h ung f

•

ur f 2 C

1

0

(�) p er Induktion

nac h N . V orab b emerk en wir, da� in diesem F all

A�f = �Af � (� � ) f � 2 
 ( r �; r f ) ( �� )

ist.

Induktionsanfang : N = 1: Nac h ( �� )

k A�f k

2

0

� ( k �Af k

0

+ k (� � ) f k

0

+ 2 k 
 ( r �; r f ) k

0

)

2

� 6 c

�

�

k Af k

2

0

+ k f k

2

0

+ k 
 ( r �; r f ) k

2

0

�

:

Die ersten b eiden T erme sind sc hon v on der geforderten F orm. Wir sc h

•

atzen n un den dritten

T erm ab. Dazu b ezeic hnen wir mit �

V

die c harakteristisc he F unktion v on f p 2 � j V ( p ) �

0 g . Nac h V oraussetzung ist also (1 � �

V

) V b esc hr

•

ankt. Damit b erec hnen wir

k 
 ( r �; r f ) k

2

0

=

Z

�


 ( r �; r f ) 
 ( r ��; r

�

f ) dV ol ( p )

�

Z

�


 ( r �; r �� ) 
 ( r f ; r

�

f ) dV ol( p ) ;

w ob ei wir die CS-Ungleic hn ung auf 
 angew endet hab en,

� 6 c

�

Z

�


 ( r f ; r

�

f ) dV ol( p )

= 6 c

�

h f ; � � f i

� 6 c

�

h f ; ( � � + �

V

V ) f i

� 6 c

�

�

k f k

2

0

+ k ( � � + �

V

V ) f k

2

0

�

= 6 c

�

�

k f k

2

0

+ k ( A � (1 � �

V

) V ) f k

2

0

�

= 6 c

�

�

(1 + 2 sup

�

((1 � �

V

) V )) k f k

2

0

+ 2 k Af k

2

0

�

� 6 c

�;V

�

k f k

2

0

+ k Af k

2

0

�

:

Die en tsprec hende Ungleic h ung f

•

ur die Normen selb er und nic h t f

•

ur deren Quadrat erh

•

alt

man sofort aus der obigen.
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A. Der Bew eis v on Lemma 2.1.8

Induktionssc hritt : Angenommen, die Ungleic h ung gelte f

•

ur N , d.h. es gibt Konstan ten

c

�;V ;k

, k = 1 ; : : : N , so da�










A

k

�f










0

� c

�;V ;k

k

X

l =0










A

l

f










0

; 8 f 2 C

1

0

(�) k = 1 ; : : : N

gilt. Seien wiederum �; f 2 C

1

0

(�) v orgegeb en. Wir erhalten nac h ( �� )







A

N +1

�f







2

0

� 2

�







A

N

�Af







2

0

+







A

N

(� � ) f







+ 4







A

N


 ( r �; r f )







�

:

Die b eiden ersten T erme k

•

onnen mit Hilfe der Induktionsv oraussetzung abgesc h

•

atzt w erden.

Wir b etrac h ten den T erm A

N


 ( r �; r f ):

Un ter V erw endung der F ormeln (abstrakte Indexnotation!)

[ A; h ] = � � h � 2 r

a

h r

a

;

[ A; r

a

] T

b

1

::: b

m

= �

m

X

j =1

�

r

c

R

c e

ab

j

+ R

c e

ab

j

r

c

�

T

b

1

::: b

j � 1

eb

j +1

::: b

m

� R

ce

ca

r

e

T

b

1

::: b

m

� ( r

a

V ) T

b

1

::: b

m

;

mac hen wir aus A

N


 ( r �; r f ) eine Summe v on T ermen

A

N


 ( r �; r f ) =

X

i

F

�� :::

( i 1)

r

�

: : : r

�

F

�� :::

( i 2)

r

�

: : : r

�

: : : A

r

i

f : ( � � � )

Dab ei sollen die � Indices andeuten,

•

ub er die in irgendeiner W eise k on trahiert wird. Die

T ensoren F

( ij )

en thalten den Kr

•

umm ungstensor und die F unktionen � und V so wie deren

Ableitungen. W eiterhin gilt

� Zu festem i hat mindestens ein F

( ij )

k ompakten T r

•

ager, denn in jedem Summanden

m u� die F unktion � o der eine ihrer Ableitungen mindestens einmal v ork ommen.

� Die Anzahl k

i

der (un ter anderem) auf f wirk enden k o v arian ten Ableitungen, die

nic h t in einem der A

r

i

en thalten sind, erf

•

ullt die Ungleic h ung

r

i

+ k

i

� N + 1 :

Denn: Wir starten mit A

N


 ( r �; r f ), also mit einer k o v arian ten Ableitung und N mal

dem Op erator A , und die v erw endeten V ertausc h ungsrelationen erh

•

ohen die Summe

aus Anzahl der A s und Anzahl der auf f wirk enden k o v arian ten Ableitungen nic h t.

Wir formen w eiter um: Mittels

[ f ; r

a

] = � ( r

a

f )
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bringen wir die k o v arian ten Ableitungen aus ( � � � ) nac h links und erhalten

A

N


 ( r �; r f ) =

X

i;j

r

a

1

: : : r

a

l

ij

( G

a

1

::: a

l

ij

( ij )

A

r

i

f ) :

Dab ei sind die G

( ij )

wiederum T ensorfelder mit k ompaktem T r

•

ager und es gilt

l

ij

+ r

i

� N + 1 :

Diese T erme k

•

onnen wir jetzt un ter V erw endung der G � arding-Ungleic h ung absc h

•

atzen.

Wir nehmen dazu f

•

ur den Momen t an, supp � l

•

age un ter der Ko ordinaten umgebung U

einer Karte ( U; � ) und sc h

•

atzen ab:







A

N


 ( r �; r f )







2

0

�

X

i;j










r

a

1

: : : r

a

l

ij

( G

a

1

::: a

l

ij

( ij )

A

r

i

)










2

0

� 6 c

X

i;j

X

a

1

::: a

l

ij







�

�

G

a

1

::: a

l

ij

A

r

i

f







2

l

ij

;

indem die Christo�el-Sym b ole und ihre Ableitungen aus den k o v arian ten Ableitungen auf

supp � abgesc h

•

atzt wurden. Da wir wissen, da� der b etrac h tete T erm glatt ist und k om-

pakten T r

•

ager hat, k

•

onnen wir jetzt die G � arding-Ungleic h ung an w enden:

� 6 c

X

i;j

X

a

1

::: a

l

ij

�







�

�

G

a

1

::: a

l

ij

A

r

i

f







2

0

+










�

�

A

d l

ij

= 2 e

G

a

1

::: a

l

ij

A

r

i

f










2

0

�

� 6 c

X

i

k A

r

i

f k

2

0

+ 6 c

X

i;j

X

a

1

::: a

l

ij










A

d l

ij

= 2 e

G

a

1

::: a

l

ij

A

r

i

f










2

0

| {z }

( � )

:

Sofern n un d l

ij

= 2 e � N ist, k

•

onnen wir auf die T erme ( � ) die Induktionsh yp othese an w en-

den und erhalten insgesam t eine Absc h

•

atzung der gew

•

unsc h ten F orm. (Der

•

Ub ergang v on

der Ungleic h ung f

•

ur die Quadrate der Normen zur Ungleic h ung f

•

ur die Normen selb er ist

elemen tar.)

Da l

ij

+ r

i

� N + 1 ) l

ij

� N + 1 gilt, ist tats

•

ac hlic h d l

ij

= 2 e � N f

•

ur N � 1, wie man

sic h leic h t

•

ub erzeugen k ann. Insofern hab en wir das Gew

•

unsc h te zumindest sc hon f

•

ur den

F all gezeigt, da� supp � un ter einer Ko ordinaten umgebung liegt.

Der allgemeine F all ist damit jedo c h auc h nic h t mehr sc h wierig: Da � parak ompakt ist,

k

•

onnen wir uns eine lok al endlic he

•

Ub erdec kung durc h Karten umgebungen ( U

i

) und eine

dieser un tergeordneten T eilung ( �

i

) der Eins b esc ha�en. Dann sc h

•

atzen wir ab:







A

N +1

�f







0

�

X

i







A

N +1

�

i

�f







0

:

In der Summe sind n ur endlic h viele T erme v on Null v ersc hieden. Diese k

•

onnen wir jetzt

wie ob en absc h

•

atzen.
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A. Der Bew eis v on Lemma 2.1.8

Sc hlu� : Bisher hab en wir die gew

•

unsc h te Ungleic h ung lediglic h f

•

ur f 2 C

1

0

(�) gezeigt.

Der allgemeine F all ergibt sic h daraus jedo c h sofort mit Hilfe v on Lemma A.1.2:

Sei f 2

T

l � N

dom

�

A

l

�

, N 2 N gegeb en. Dann gibt uns Lemma A.1.2 eine F olge ( f

i

) v on

F unktionen aus C

1

0

(�) in die Hand, f

•

ur die

A

l

f

l

! A

l

f ; l = 0 ; 1 ; : : : N

gilt. Durc h Induktion hab en wir gezeigt, da� es eine Konstan te c

�;A;N

gibt, so da�







A

N

� ( f

j

� f

i

)







0

� c

�;P ;N

N

X

l =0










A

l

( f

j

� f

i

)










0

ist. An dieser Ungleic h ung sehen wir, da� A

N

�f

i

eine Cauc h y-F olge sein m u�, also gegen

ein Elemen t aus L

2

(�) k on v ergiert. Dieses Elemen t k ann ab er n ur A

N

�f sein, denn A

N

ist selbstadjungiert, der Graph v on A

N

also abgesc hlossen. Insofern k

•

onnen wir in der

Ungleic h ung







A

N

�f

i







0

� c

�;P ;N

N

X

l =0










A

l

f

i










0

auf b eiden Seiten den Grenz

•

ub ergang durc hf

•

uhren und erhalten das gew

•

unsc h te Ergebnis.
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B. Der Bew eis von Satz 2.7.6

In diesem Anhang w ollen wir die  DO -Eigensc haft f

•

ur den Op erator I

1

aus Absc hnitt 2.7.2

nac h w eisen. Dazu b en

•

otigen wir zun

•

ac hst einige Eigensc haften v on � , dem halb en Quadrat

des geo d

•

atisc hen Abstandes auf einer Riemannsc hen Mannigfaltigk eit (� ; 
 ):

� erf

•

ullt in Ko ordinaten in einer normalen Umgebung die folgenden Gleic h ungen

i

:

[ r

1

i

r

1

j

� ]( x ) = 


ij

( x ) ; (1)

[ @

i

� ]( x ) = 0 ; (2)

� ( x; y ) =

1

2




ij

( x ) @

x

i

� ( x; y ) @

x

j

� ( x; y ) : (3)

Des w eiteren gelten die folgenden Ungleic h ungen:

Lemma B.1.3. Sei K ein Komp aktum in einer normalen Ko or dinatenumgebung U (zu-

geh

•

orige Kartenabbildung: � ) von � . Dann gibt es

1. Konstanten c

K

; c

0

K

, so da�

j x � y j

2

� c

K

� ( x; y ) � c

0

K

j x � y j

2

8 x; y 2 � ( K )

ist.

2. eine Konstante c

0 0

K

, so da�

j @

i

� ( x; y ) j � c

0 0

K

j x � y j 8 x; y 2 � ( K )

ist.

3. zu je dem Multiindex � eine Konstante c

�;K

, so da�

j ( @

x

+ @

y

)

�

� ( x; y ) j � c

�;K

j x � y j

2

8 x; y 2 � ( K )

ist.

4. zu je dem Multiindex � eine Konstante c

0

�;K

, so da�

j ( @

x

+ @

y

)

�

@

i

� ( x; y ) j � c

0

�;K

j x � y j 8 x; y 2 � ( K )

ist.

i

Dab ei steh t [ f ]( x ) f

•

ur den sogenann ten Koinzidenzlimes f ( x; x ) einer F unktion f auf dem R

2 n

und @

i

ist

die partielle Ableitung nac h einem der Argumen te x

1

; : : : x

n

, y

1

; : : : y

n

v on � .
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B. Der Bew eis v on Satz 2.7.6

Beweis. Erste Aussage : Wir b etrac h ten zun

•

ac hst Punkte ( x; y ) abseits der Diagonalen.

Dazu de�nieren wir

c

(1)

�

:= min

j x � y j

2

� �

� ( x; y )

j x � y j

2

; c

(2)

�

:= max

j x � y j

2

� �

� ( x; y )

j x � y j

2

:

W egen � ( x; y ) = 0 , x = y ist c

(1)

�

> 0 und w egen der Stetigk eit der Quotien ten � = j �j auf

dem b etrac h teten Bereic h c

(2)

�

< 1 .

Es gilt

j x � y j

2

�

1

c

(1)

�

� ( x; y ) �

c

(2)

�

c

(1)

�

j x � y j

2

f

•

ur j x � y j

2

� �: (4)

Jetzt b etrac h ten wir das V erhalten in der N

•

ahe der Diagonalen: W egen

�

r

1

i

r

1

j

�

�

=

�

r

1

i

@

1

j

�

�

=

h

@

1

i

@

1

j

� + �

k

ij

@

1

k

�

i

=

�

@

1

i

@

1

j

�

�

+ �

k

ij

[ @

1

k

� ]

(2)

=

�

@

1

i

@

1

j

�

�

und (1) gilt

[ � ] = 0 ; [ @

1

k

� ] = 0 ;

�

@

1

i

@

1

j

�

�

( y ) = 


ij

( y ) :

Analog gilt

[ j x � y j

2

] = 0 ; [ @

1

i

j x � y j

2

] = 0 ;

h

@

1

i

@

1

j

j x � y j

2

i

( y ) = �

ij

:

Wie zu erw arten, hab en also so w ohl � ( x; y ) als auc h j x � y j

2

f

•

ur festes y ein lok ales Minim um

0 b ei x = y .

F

•

ur zun

•

ac hst festes y k

•

onnen wir n un die p ositiv de�niten quadratisc hen F ormen 


ij

( y )

und 2 �

ij

gegeneinander absc h

•

atzen: Es gibt p ositiv e c

(1)

y

; c

(2)

y

, so da�

�

i

�

j

�

ij

< c

(1)

y

�

i

�

j




ij

( y ) < c

(2)

y

�

i

�

j

�

ij

8 � 2 R

n

n f 0 g

gilt. Diese quadratisc hen F ormen geb en ab er n un die Ric h tungsableitung { in Ric h tung � {

der ersten Ableitung der en tsprec henden F unktion wiederum in Ric h tung � an. Daher gibt

es zun

•

ac hst f

•

ur festes y ein �

y

> 0 mit

j x � y j

2

� c

(1)

y

� ( x; y ) � c

(2)

y

j x � y j

2

f

•

ur x mit j x � y j

2

< �

y

:

Da so w ohl c

(1)

y

; c

(2)

y

als auc h �

y

stetig v on y abh

•

angen, �nden wir ein Minim um � > 0 v on

�

y

auf K so wie Konstan ten

c

(1)

:= max

K

c

(1)

y

> 0 ; c

(2)

:= max

K

c

(2)

y

c

(1)

y

< 1 :
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Damit gilt

j x � y j

2

� c

(1)

� ( x; y ) � c

(1)

c

(2)

j x � y j

2

f

•

ur x; y mit j x � y j

2

< �

y

:

Zusammen mit (4) ergibt das die erste Ungleic h ung.

Zw eite Aussage : Wir sc h

•

atzen ab:

j @

1

k

� j �

q

�

ij

( @

1

i

� )( @

1

j

� )

( � )

� c

K

q




ij

( @

1

i

� )( @

1

j

� )

(3)

= c

K

p

� � c

0

K

j x � y j ;

w ob ei f

•

ur ( � ) wieder wie im ersten T eil die quadratisc hen F ormen uniform gegeneinander

abgesc h

•

atzt wurden und im letzten Sc hritt ein Ergebnis aus dem ersten T eil v erw endet

wurde.

Die Ableitungen @

2

k

� k

•

onnen wir mit einer analogen Rec hn ung absc h

•

atzen.

Dritte Aussage : Setzen wir zur Abk

•

urzung

f ( x; y ) := ( @

1

+ @

2

)

�

� ( x; y ) :

Wie im ersten T eil b etrac h ten wir zun

•

ac hst Punkte au�erhalb der Diagonalen: Mit

c

�

:= max

j x � y j

2

� �

j f ( x; y ) j

j x � y j

2

< 1

gilt

j f ( x; y ) j � c

�

j x � y j

2

f

•

ur j x � y j

2

� �: (5)

Jetzt un tersuc hen wir die Situation in der N

•

ahe der Diagonalen:

Zun

•

ac hst b eobac h ten wir, da� ganz allgemein f

•

ur eine glatte F unktion f ( x; y )

@

i

[ f ]( x ) = @

i

f ( x; x ) = ( @

1

i

f )( x; x ) + ( @

2

i

f )( x; x )

= [( @

1

i

+ @

2

i

) f ]( x )

(6)

gilt. Mit Hilfe dieser Gleic h ung b erec hnen wir n un

[ f ] = @

�

[ � ] = 0 ;

[ @

1

i

f ] = @

�

[ @

1

i

� ]

(2)

= 0 ;

�

@

1

i

@

1

j

f

�

= @

�

[ @

1

i

@

1

j

� ]

(1)

= @

�

g

ij

:

Wir sehen also, da� f ( x; y ) f

•

ur festes y b ei x = y zw ar nic h t not w endig ein lok ales Extre-

m um, jedo c h zumindest einen Sattelpunkt b esitzt. Analog zum ersten T eil �nden wir in

dieser Situation zumindet ein c

y

, so da�

�

�

�

i

�

j

@

�




ij

( y )

�

�

< c

y

�

i

�

j

�

ij

8 � 2 R

n

n f 0 g
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B. Der Bew eis v on Satz 2.7.6

ist und damit ein �

y

mit

j f ( x; y ) j � c

y

j x � y j

2

f

•

ur x mit j x � y j

2

< �

y

:

Wie im ersten T eil k ann man sic h daher auc h Konstan ten �; c b esc ha�en, so da�

j f ( x; y ) j � c j x � y j

2

f

•

ur x; y mit j x � y j

2

< �

gilt. Zusammen mit (5) ergibt das die Behauptung.

Vierte Aussage : Da uns k ein Analogon der F ormel (3) f

•

ur D

�

� zur V erf

•

ugung steh t,

k

•

onnen wir nic h t wie im zw eiten T eil des Bew eises argumen tieren, sondern gehen den glei-

c hen W eg wie im dritten T eil:

Wir f

•

uhren die Abk

•

urzungen

D

�

:= ( @

1

+ @

2

) ; f ( x; y ) := ( D

�

@

i

� )

2

ein und setzen

c

�

:= max

j x � y j

2

� �

j f ( x; y ) j

j x � y j

2

< 1

w omit

j f ( x; y ) j � c

�

j x � y j

2

f

•

ur j x � y j

2

� � (7)

folgt. W eiterhin gilt

[ f ] = [ D

�

@

i

� ]

2

(6)

= ( @

�

[ @

i

� ])

2

= 0 ;

[ @

1

i

f ] = [2 D

�

@

i

� ][ D

�

@

1

i

@

j

� ] = 0 :

Die Matrix der zw eiten Ableitungen ist auf der Diagonalen wiederum nic h t p ositiv de�nit,

f hat also f

•

ur festes y b ei x = y einen Sattelpunkt o der ein lok ales Extrem um. Wie im

dritten T eil sc hlie�en wir auf die Existenz v on Konstan ten �; c , so da�

j f ( x; y ) j � c j x � y j

2

f

•

ur x; y mit j x � y j

2

< �

ist. Mit Hilfe v on (6) �nden wir also eine Konstan te c

�;K

mit

j f ( x; y ) j � c

�;K

j x � y j

2

:

Ziehen wir auf b eiden Seiten die W urzel, so ergibt sic h die Behauptung.

Jetzt b ew eisen wir das folgende Lemma:
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Lemma B.1.4. Sei K � � komp akt und lie ge unter einer Normalko or dinatenumgebung.

Sei � 2 C

1

0

(� � �) . Seien weiterhin Multiindic es �; � ; 
 mit j 
 j � j � j sowie � > 0 ge geb en.

Dann gibt es eine Konstante c (abh

•

angig von K , � und den Multiindic es), so da� in lokalen

Ko or dinaten die Ungleichung

Z

dy

�

�

�

( @

x

+ @

y

)

�

@

�

y

�

� ( x; y )( y � x )




e

�

� ( x;y )

2 �

�

�

�

�

� c�

1

2

( n + j 
 j�j � j )

8 x 2 K 8 � : 0 < � � �

gilt.

Beweis. Strategie : W enn man die Ableitungen des In tegranden auf der link en Seite der

zu b ew eisenden Ungleic h ung ausf

•

uhrt, erh

•

alt man i.a. eine Summe v on sehr vielen T ermen.

Wir w erden die In tegrale dieser Summanden einzeln absc h

•

atzen. Dab ei wird es darauf

ank ommen, in geeigneter W eise

•

ub er die F aktoren in den Summanden Buc h zu f

•

uhren, die

das V erhalten f

•

ur kleine � b eein
ussen:

� Der F aktor �

� 1

, der b eim Ableiten der Exp onen tialfunktion en tsteh t, mac h t einen

Summanden b ei � = 0 singul

•

arer .

� F aktoren, die auf der Diagonalen v ersc h winden, mac hen den b etre�enden Summanden

b ei � = 0 regul

•

arer . Zu diesen F aktoren geh

•

oren z.B.

( y

i

� x

i

) ; @

y

i

� ; ( @

x

+ @

y

)

�

@

y

i

� :

Irrelev an t hingegen sind F unktionen, die glatt sind, jedo c h auf der Diagonalen nic h t not-

w endig v ersc h winden. Beispiele hierf

•

ur sind @

i

@

j

� o der auc h � und alle seine Ableitungen.

Diese w erden insofern in den folgenden Rec hn ungen nic h t genauer b etrac h tet w erden.

Die Ableitungen @

�

y

: Wir f

•

uhren zun

•

ac hst die Ableitungen @

�

y

aus:

@

�

y

�

� ( x; y )( y � x )




e

�

� ( x;y )

2 �

�

=

X

i

1

�

t

i� 


( y � x )




i� 


( @

y

� )

�

i� 


( Irrel. )

i� 


e

�

� ( x;y )

2 �

:

Dab ei n umeriert i die en tstehenden T erme in irgendeiner W eise durc h, �

i� 


; 


i� 


sind en t-

sprec hend gew

•

ahlte Multiindices und ( Irrel. )

i� 


en th

•

alt die v on uns als irrelev an t erk ann ten

T erme.

En tsc heidend ist n un f

•

ur uns die folgende T atsac he: Es gilt f

•

ur alle i; � ; 
 :

2 t

i� 


+ j 
 j � j � j � j �

i� 


j + j 


i� 


j : (8)

Diese Ungleic h ung b ew eisen wir p er v ollst

•

andiger Induktion nac h j � j :

V erank erung : F

•

ur j � j = 0 hat die obige Summe n ur einen T erm. Er w erde, sagen wir,

durc h i = 0 gek ennzeic hnet. Mithin gilt

j � j = j �

0 � 


j = 0 ; j 
 j = j 


0 � 


j ; t

0 � 


= 0
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B. Der Bew eis v on Satz 2.7.6

und Bezieh ung (8) ist erf

•

ullt.

Induktionssc hritt : Gegeb en sei n un der i -T erm aus der Summe zu � ; 
 . Angenommen,

er erf

•

ullt (8) . Wir leiten diesen T erm nac h y

j

ab. Indem wir die Kettenregel an w enden,

erhalten wir eine Summe

4

X

l =1

1

�

t

l�

0




( y � x )




l�

0




( @

y

� )

�

l�

0




( Irrel. )

l �

0




e

�

� ( x;y )

2 �

:

Dab ei ist �

0

j

= �

j

+ 1, �

0

k

= �

k

f

•

ur k 6= j . Es gilt

l Ableitung wirkte auf t

l �

0




�

�

�

l ;�

0




�

�

�

�




l ;�

0




�

�

1 exp( � � = 2 � ) ; t

i� 


+ 1 j �

i� 


j + 1 j 


i� 


j

2 ( @

y

)

�

i� 


; t

i� 


j �

i� 


j � 1 j 


i� 


j

3 ( y � x )




i� 


; t

i� 


j �

i� 


j j 


i� 


j � 1

4 ( Irrel. )

i� 


; t

i� 


j �

i� 


j j 


i� 


j

Un ter Beac h tung v on j �

0

j = j � j + 1 und der Induktionsh yp othese liest man jetzt aus der

T ab elle ab, da� f

•

ur jeden einzelnen T erm tats

•

ac hlic h

2 t

l �

0




+ j 
 j �

�

�

�

0

�

�

�

�

�

�

l �

0




�

�

+

�

�




l �

0




�

�

gilt, w omit (8) gezeigt ist.

Die Ableitungen ( @

x

+ @

y

)

�

: Jetzt m

•

ussen wir die Wirkung der restlic hen Ableitungen

un tersuc hen. Wir v erw enden die Abk

•

urzungen

D

�

:= ( @

x

+ @

y

)

�

so wie �

( i )

:= �

i� 


; 


( i )

:= 


i� 


; etc.

und b erec hnen

D

�

�

1

�

t

i

( y � x )




( i )

( @

y

� )

�

( i )

( Irrel. )

i

e

�

� ( x;y )

2 �

�

= ( y � x )




( i )

X

j

1

�

t

i

+ k

ij

�

D

�

( ij )

( @

y

� )

�

( i )

� �

D

�

( ij )

( D � )

�

( ij )

�

( Irrel. )

ij

e

�

� ( x;y )

2 �

:

Dab ei n umeriert j wiederum die enstehenden T erme durc h, 


( ij )

etc. sind en tsprec hend

gew

•

ahlte Multiindices, die nat

•

urlic h auc h no c h v on �; � und 
 abh

•

angen.

Die genaue Struktur v on 


( ij )

; �

( ij )

; �

( ij )

ist nic h t wic h tig, wir halten jedo c h fest, da�

�

�

�

( ij )

�

�

= k

ij

(9)

ist.

Sc hlu� : Wir k

•

onnen jetzt absc h

•

atzen:

�

�

�

D

�

@

�

y

�

: : :

�

�

�

�

�6 c

K

�

K � K

X

ij

1

�

t

i

+ k

ij

j y � x j




( i )

�

�

�

D

�

( ij )

( @

y

� )

�

( i )

�

�

�

�

�

�

D

�

( ij )

( D � )

�

( ij )

�

�

�

e

�

� ( x;y )

2 �

;
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w eil die irrelev an ten T erme glatt sind und k ompakten T r

•

ager in K � K hab en. �

K � K

mein t

die c harakteristisc he F unktion v on K � K .

�6 c

K

�

K � K

X

ij

1

�

t

i

+ k

ij

j y � x j

j




( i )

j

+

j

�

( i )

j

+2

j

�

( ij )

j

e

�6 c

K

j y � x j

2

2 �

w egen Lemma B.1.3.

�6 c

K ;�

�

K � K

X

ij

1

�

t

i

+ k

ij

j y � x j

2 t

i

+ j 
 j�j � j +2 k

ij

e

�6 c

K

j y � x j

2

2 �

denn w egen (8) und (9) ist

�

�




( i )

�

�

+

�

�

�

( i )

�

�

+ 2

�

�

�

( ij )

�

�

� 2 t

i

+ j 
 j � j � j + 2 k

ij

:

F assen wir das bisher Erreic h te zusammen:

Z

dy

�

�

�

( @

x

+ @

y

)

�

@

�

y

�

: : :

�

�

�

�

�6 c

K ;�

X

ij

1

�

b

ij

Z

dy j x � y j

a

ij

e

�6 c

K

j y � x j

2

2 �

: (10)

Dab ei wurden die Abk

•

urzungen

a

ij

= 2 t

i

+ j 
 j � j � j + 2 k

ij

b

ij

= t

i

+ k

ij

v erw endet. Betrac h ten wir den ij -T erm separat:

1

�

b

ij

Z

dy j x � y j

a

ij

e

�6 c

K

j y � x j

2

2 �

=

1

�

b

ij

Z

R

dy

1

� � �

Z

R

dy

n

 

n

X

l =1

j y

l

� x

l

j

2

!

a

ij

= 2

exp

 

� 6 c

1

�

n

X

m =1

j y

m

� x

m

j

2

!

= 6 c

n

1

�

b

ij

1

Z

0

p

� ds

1

� � �

1

Z

0

p

� ds

n

 

n

X

l =1

� s

2

l

!

a

ij

= 2

exp

 

� 6 c

n

X

m =1

j s

m

j

2

!

via Substitution s

l

= �

� 1 = 2

j y

l

� x

l

j ,

= 6 c�

1

2

( n + a

ij

) � b

ij

:

Einsetzen in (10) liefert jetzt das Gew

•

unsc h te:

Z

dy

�

�

�

( @

x

+ @

y

)

�

@

�

y

�

: : :

�

�

�

�

�6 c

X

ij

�

1

2

( n + a

ij

) � b

ij

= 6 c�

1

2

( n + j 
 j�j � j )

:
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B. Der Bew eis v on Satz 2.7.6

Jetzt hab en wir alle W erkzeuge b eisammen, um den en tsc heidenden Satz zu b ew eisen:

Satz B.1.5. I

1

ist ein  DO aus 	

0

(�) .

Beweis. Strategie : Wir w ollen das in Lemma 2.1.5 angegeb ene Kriterium f

•

ur die  DO

-Eigensc haft v erw enden. Nac h Korollar 2.7.5 ist I

1

: C

1

0

(�) ! C

1

(�) stetig und hat einen

In tegralk ern, der abseits der Diagonalen glatt ist.

Um das in Lemma 2.1.5 gegeb ene Kriterium f

•

ur die  DO -Eigensc haft anzu w enden, bleibt

also n ur no c h die Absc h

•

atzung der f

•

ur eine geeignete

•

Ub erdec kung ( U

i

) de�nierten F unk-

tionen a

i

( x; � ) auszuf

•

uhren. Dies w ollen wir im folgenden tun:

Die F unktionen a

i

( x; � ): Als

•

Ub erdec kung v on � durc h Karten umgebungen v erw enden

wir eine

•

Ub erdec kung ( U

i

) durc h k on v exe normale Umgebungen (Satz 1.2.2). Aus diesen

greifen wir uns eine b eliebige Umgebung U heraus und b ezeic hnen die zugeh

•

orige Kar-

tenabbildung mit � . F

•

ur �; �

0

aus C

1

0

( � U ) de�nieren wir wie in Lemma 2.1.5

a ( x; � ) : = � ( x ) e

� �

( x ) �

�

I

1

�

�

�

0

e

�

=

Z

�

dy e

i� ( y � x )

�

Z

0

d� f ( � )

k (0)

X

l =0

�

� n= 2+ l

�

l

( x; y ) e

�

� ( x;y )

2 �

:

Dab ei wurde die Abk

•

urzung

�

l

( x; y ) = j det 
 j

1 = 2

( x ) j det 
 j

1 = 2

( y ) � ( x ) �

0

( y ) � ( x; y ) U

l

( x; y )

v erw endet. Wir w

•

ahlen ein b eliebiges k � j � j und sc h

•

atzen ab:

�

�

�

�

k

i

@

�

x

@

�

�

a ( x; � )

�

�

�

;

�

�

�

�

�

�

�

�

k

i

@

�

x

Z

�

dy ( y � x )

�

e

i� ( y � x )

�

Z

0

d� f ( � )

k (0)

X

l =0

�

� n= 2+ l

�

l

( x; y ) e

�

� ( x;y )

2 �

�

�

�

�

�

�

;

denn wir k

•

onnen die � -Ableitungen in das In tegral hineinziehen, da sic h die � -Ableitungen

des In tegranden unabh

•

angig v on � durc h j � j �

� � n= 2

(Lemma 2.7.1) in tegrab el ma jorisieren

lassen.

=

�

�

�

�

�

�

�

k

i

@

�

x

�

Z

0

d�

Z

�

dy ( y � x )

�

e

i� ( y � x )

f ( � )

k (0)

X

l =0

�

� n= 2+ l

�

l

( x; y ) e

�

� ( x;y )

2 �

�

�

�

�

�

�

;

w ob ei wiederum die Absc h

•

atzung aus Lemma 2.7.1 die In tegralv ertausc h ung erm

•

oglic h t.

=

�

�

�

�

�

�

@

�

x

�

Z

0

d�

Z

�

dy e

i� ( y � x )

@

k

y

i

0

@

f ( � )

k (0)

X

l =0

�

� n= 2+ l

�

l

( x; y )( y � x )

�

e

�

� ( x;y )

2 �

1

A

�

�

�

�

�

�

;
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indem die �

i

un ter das In tegral gezogen, als Ableitungen nac h y

i

v on exp i� ( y � x ) gesc hrie-

b en und sc hlie�lic h p er partieller In tegration auf den Rest des In tegranden hin

•

ub ergew

•

alzt

wurden.

Jetzt m

•

ussen no c h die Ableitungen nac h x durc h die � -In tegration gezogen w erden. Dazu

m

•

ussen wir die Ableitung des In tegranden unabh

•

angig v on x in tegrab el ma jorisieren. Die

w esen tlic he Arb eit dazu ist sc hon in Lemma B.1.4 geleistet. Wir b erec hnen:

�

�

�

�

�

�

@

�

x

Z

�

dy e

i� ( y � x )

@

k

y

i

0

@

f ( � )

k (0)

X

l =0

�

� n= 2+ l

�

l

( x; y )( y � x )

�

e

�

� ( x;y )

2 �

1

A

�

�

�

�

�

�

= j f ( � ) j

k (0)

X

l =0

�

� n= 2+ l

�

�

�

�

�

�

Z

�

dy @

�

x

�

e

i� ( y � x )

@

k

y

i

�

�

l

( x; y )( y � x )

�

e

�

� ( x;y )

2 �

��

�

�

�

�

�

�

;

da der In tegrand des y -In tegrals glatt mit k ompaktem T r

•

ager ist,

= j f ( � ) j

k (0)

X

l =0

�

� n= 2+ l

�

�

�

�

�

�

Z

�

dy e

i� ( y � x )

( @

x

+ @

y

)

�

@

�

y

i

�

�

l

( x; y )( y � x )

�

e

�

� ( x;y )

2 �

�

�

�

�

�

�

�

;

indem @

x

l

exp ( i� ( y � x )) = � @

y

l

exp( i� ( y � x )) ausgen utzt und ansc hlie�end partiell in te-

griert wurde

�6 c j f ( � ) j

k (0)

X

l =0

�

1

2

( j � j + l � k )

w egen Lemma B.1.4. Das ist unabh

•

angig v on x und in tegrab el in � auf [0 ; � ], da j f ( � ) j

in tegrierbar auf [0 ; � ] und k � j � j ist.

Mit dieser Absc h

•

atzung hab en wir zw eierlei gezeigt:

1. a ( x; � ) ist glatt in b eiden Argumen ten zusammen.

2.

�

�

�

�

j � j

i

@

�

x

@

�

�

a ( x; � )

�

�

�

�6 c .

Aus 2. m

•

ussen wir jetzt n ur no c h sc hlie�en, da� a tats

•

ac hlic h die Ungleic h ungen (2.3)

erf

•

ullt. Das ist ab er nic h t mehr sc h wierig: Da es eine p ositiv e Konstan te 6 c gibt, so da�

j � j

j � j

�6 c

n

X

j =1

j �

j

j

j � j

ist, erhalten wir

j � j

j � j

�

�

�

@

�

x

@

�

�

a ( x; � )

�

�

�

�6 c:
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B. Der Bew eis v on Satz 2.7.6

Es gilt auc h

�

�

�

@

�

x

@

�

�

a ( x; � )

�

�

�

�6 c , w omit sc hlussendlic h

) ( 1 + j � j )

�

�

�

@

�

x

@

�

�

a ( x; � )

�

�

�

1

j � j

�6 c

)

�

�

�

@

�

x

@

�

�

a ( x; � )

�

�

�

�6 c (1 + j � j )

�j � j

:
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