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Notationen und Konventionen

Fer diese Arbeit sind bzgl. der Notation folgende Punkte zu bachten:
=11;2,3:::09, 0:=10;1;,23;:::9
*i=(0;1)

_ P :
Pg:=" jdetg

Wir verwenden folgende De nitionen des Kremmungstensors bzw. des
Ricci-Tensors:

Py
I

[D ;D]
R =R

(Vergleiche hierzu auch Abschnitt A.4 im Anhang.)

Bei Ableitungen sind die Argumente nicht immer durch entsprechen-
de Klammersetzung gekennzeichnet { teilweise aus @Ginden der Uber-
sichtlichkeit und Asthetik, teilweise auch um die Notation bestimmter
Ausdreicke aus der benutzten Literatur beizubehalten. Beispielaeise ist
Zd@z! 9 als z2179@(z! 9@ ) zu verstehen. In solchen fllen soll-
te sich aber das Argument der Ableitung ohne Probleme aus denZu-
sammenhang erschlie en lassen. Teilweise wurde auch ein Rl (,\)
statt Klammern verwendet. Ein Beispiel hierfur ware D u D u statt
(D u)D u.

Falls nicht ausdreicklich anderes gesagt wird, ist, wenn von einemTenson
die Rede ist, immer ein symmetrischer Tensor zweiter Stufe gmeint.

Da wir in dieser Arbeit gre tenteils in einem formalen Rahmen arbeiten
werden, sind die Testfunktionenmume nicht neher spezi ziert. Es wird



Notationen und Konventionen

immer davon ausgegangen, da die Testfunktionen so gemhlt werden,
da die vorgenommenen mathematischen Operationen (wie z.Bparti-
elle Integration oder Vertauschung von Limesbildung und Irtegration)
problemlos meglich sind.

Bei manchen Rechnungen, wie z.B. bei den Zerlegung#tzen in Ab-
schnitt 1.3, wurden nicht die kritischen Werte fur die Variablen ange-
geben (Division durch Null o.a.). Der Ausschlu solcher Punkte wird
immer stillschweigend vorausgesetzt.



Einleitung

Der sog. Anti-der-Sitter-Raum (kurz: AdS-Raum) ist eine maximal symmetri-
sche Raumzeit, die urspeinglich als Lesung der Vakuum-Einsteingleichungen
mit negativer konstanter Kr ummung eingebhrt worden ist. Bereits vor drei
Jahrzehnten wurden freie Quantenfeldtheorien auf dem AdSRaum konstru-
iert [Fro74]. Ab Mitte der 90iger Jahre des 20. Jahrhundertserlangte Quan-
tenfeldtheorie auf Grund der sog. AdS-CFT-Korrespondenz CFT: Conformal
Field Theory) verstarkte Aufmerksamkeit. Hiermit wird allgemein die Verbin-
dung zwischen Theorien auf dem AdS-Raum selbst (demBulk\) und kon-
formen Theorien auf seinem Rand bezeichnet. Ausgehend voriner grundle-
genden Arbeit aus dem Jahre 1997 vorMaldacena [Mal98] sowie daran an-
knepfenden feldtheoretischen Modellen vorWitten sowie Gubser , Kleba-
nov und Polyakov [Wit98, GKP98], die wir im engeren Sinne als AdS-CFT-
Korrespondenz bezeichnen wollen, wurden in den darauf folnden Jahren bis
heute viele weitere Artikel eber diesen Zusammenhang verentlicht.

Die vorliegende Diplomarbeit stellt die Erweiterung einesdieser Artikel dar,
und zwar der von Datsch und Rehren 2002 vew entlichten Arbeit [DR02].
In ihr zeigen die beiden Autoren die Aquivalenz zweier in der AdS-CFT-
Korrespondenz auftretender { auf den ersten Blick grundstzlich verschiedener
{ formaler Funktionalintegrale sowie der durch die Funktionalintegrale erzeug-
ten Felder. Dies geschieht jedoch alleinefr den Fall von Skalar- und Vektor-
feldern. Wir werden in den folgenden Kapiteln nun die Aquivalenz im Falle
symmetrischer Tensorfelder zweiter Stufe zeigen. Diesesti wichtig, um mit
der AdS-CFT-Korrespondenz Gravitationsfelder beschreilen zu kennen, die in
Maldecenas Vermutung eine zentrale Rolle spielen. Hierzu erarbeiten w,
ausgehend von allgemeinen Resultaten aus [DR02], eimrf Tensorfelder belie-
biger Stufe analog anwendbares Verfahren.

Die Arbeit gliedert sich folgenderma en: Im ersten Kapitel sollen zuerst ei-
nige wichtige Begri e de niert bzw. erl autert werden. Primar wird der (eukli-
dische) Anti-de-Sitter-Raum und seine grundlegenden Eigeschaften betrach-
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tet. In diesem Zusammenhang lernen wir auch die im weiteren bnutzten Ko-
ordinaten kennen. Anschlie end werden wir sowohl im skalaen, als auch im
vektoriellen und tensoriellen Fall aus der jeweils allgemiesten quadratischen
Lagrangedichte #ir den euklidischen Anti-de-Sitter-Raum die entsprechene
freie Feldgleichung bestimmen. Rir den Vektor- und Tensorfall geben wir noch
jeweils einen (in Kapitel 3 berstigten) Zerlegungssatz &r die Lesungen der
Feldgleichungen an. Schlie lich werden wir genauer erldren, was unter dem
Begri ,AdS-CFT-Korrespondenz\ zu verstehen ist.

Das zweite Kapitel wird die in dieser Arbeit zu betrachtenden Funktionalin-
tegrale und Propagatoren eineihren. Hierzu wird eine kurze Zusammenfassung
der Arbeit von Dutsch und Rehren [DRO02] gegeben. Ziel dieses Kapitels ist
es, die im restlichen Teil der Arbeit zu verfolgende Stratege darzustellen und
Zu motivieren.

Das dritte Kapitel schliet direkt an das zweite an und konkr etisiert die
in diesem Teil der Arbeit dargelegte Strategie: Wir werden,nach Herleitung
einiger nutzlicher Formeln, fur alle drei Falle { also den skalaren, den vekto-
riellen und den tensoriellen Fall { die fur die vermutete Aquivalenz entschei-
dende Eigenschaft der Propagatoren beweisen. (Es handeltch dabei um ei-
ne relative Normierung, die wiederum die, richtige\ relative Normierung zwi-
schen Zweipunkt- undn-Punkt-Schwingerfunktion sicherstellt.) Hierzu sind im
Vektor- und Tensorfall einige langere Rechnungen atig. Um die Ebersicht zu
wahren, sind deshalb nur im skalaren Fall alle Rechnungen koplett in den
entsprechenden Abschnitten aufgedhrt. F err die anderen beiden Rille sind die
Rechnungen je nach Schwierigkeit entweder nur stark gekzt aufgefeihrt oder
nden sich vollstandig im Anhang.

Das vierte Kapitel beendet den Hauptteil der Arbeit mit einer Zusammenfas-
sung. Gleichzeitig soll ein Ausblick auf negliche Erweiterungen des Resultates
gegeben werden.

Der Anhang © net mit einem Kapitel wuber einige wichtige Ergebnisse und
Begri ichkeiten der Riemannschen Geometrie. Aus diesen weden Formeln fer
den Anti-de-Sitter-Raum hergeleitet, von denen im Haupttext hau g Gebrauch
gemacht wird. Das dann folgende Kapitel B beschftigt sich mit der Berech-
nung einiger Integrale, die #tir Kapitel 3 benetigt werden. Die letzten beiden
Kapitel C und D des Anhanges schlie lich enthalten einige wétere benetigte
Formeln und geben an, wie bei kovarianten Ableitungen von tesorwertigen
Distributionen zu verfahren ist.



1. Die konforme Gruppe und der
AdS-Raum

1.1. Die konforme Gruppe

Die Elemente der Poincae-Gruppe, also der Invarianzgruge derd-dimensiona-
len Minkowski-Metrik, lassen sowohl den Abstand zwischenwei Raumpunkten
invariant als auch die kausale Struktur des Raumes. Im Gegesatz dazu stehen
die sog.konformen Transformationen bzw. die konforme Gruppe

Def. 1.1. Eine konforme Transformation x 7! x%ist eine invertierbare Abbil-
dung, die den metrischen Tensor  bis auf einen evtl. ortsabrangigen Skalen-
faktor invariant | a t:

°x)=(x) ® (1.1)

Die konforme Gruppe setzt sich aus diesen Transformationen zusammen.

Die konformen Transformationen erhalten die kausale Strukur der Raum-
zeit, lassen jedoch den Abstand i. a. nicht invariant. Die kanforme Gruppe stellt
also eine Verallgemeinerung der Poincae-Gruppe dar und ® net damit neue
Meglichkeiten. Speziell bietet sie sich bei der Betrachtung/on masselosen Teil-
chen an, da bei diesen nur noch die kausale Struktur des Raumavichtig ist. Die
Feldtheorie, die im Gegensatz zur,normalen\ nicht auf der Poincae-Gruppe,
sondern auf der konformen Gruppe aufbaut, wird konforme Feldtheorie ge-
nannt.

Im folgenden seien wichtige Punkte bzgl. der konformen Grupe aufgethrt:

Die konforme Gruppe lat den Lichtkegel invariant.

Sie lat beliebige Winkel invariant.

Sie wird durch Lorentz-Transformationen ( ( x) = 1), Translationen, Di-
latationen und sog. spezielle konforme Transformationen

2
o_ X bx

1 2bx+ Px2 (1.2)
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erzeugt.
Sie ist isomorph zuSO(d; 2) bzw. euklidisch SO(d + 1; 1).

Die speziellen konformen Transformationen auf dem Minkowsi-Raum
sind nur lokal de niert.

1.2. Der Anti-de-Sitter-Raum

Der Anti-de-Sitter-Raum * (im folgenden auch kurz AdS-Raum) ist eine losung
der Einsteinschen Vakuumfeldgleichungen

R gg + g =0 1.3)

mit negativer kosmologischer Konstante . Er besitzt eine konstante negative
Kremmung R und eignet sich auf Grund der daraus resultierenden Symmete
(ahnlich wie der ache Raum) gut fer Untersuchungen der Quantenfeldtheorie.

Anmerkung. Der AdS-Raum ist eine der drei maximal symmetrisched Raum-
zeiten. Die anderen beiden sind der Minkowski-Raum mitR = 0 und der
de-Sitter-Raum mit R > 0.

In den folgenden Abschnitten sollen zwei verschiedene Vanten des AdS-
Raumes betrachtet werden. Leider kann hierbei nur auf sehr enige Eigenschaf-
ten dieser interessanten Raumzeit eingegangen werdenelFweitere Details und
Aspekte { auch bzgl. der AdS-CFT-Korrespondenz { sei auf dieziemlich um-
fangreiche Literatur zu diesem Bereich verwiesen (beispisweise das austhrli-
che Review-Paper [AGM 00] oder auch [Gib00]).

1.2.1. Der AdS-Raum mit Lorentz-Signatur

Der AdS-Raum AdS;.q der Dimensiond + 1 ist eine Raumzeit, die als ein in
einen achen d + 2-dimensionalen Raum mit der Metrik

=diag(1; 1;:::; L1 1.4)

Ypenannt nach Willem DeSitter (1872-1934, hollandischer Astronom und Kosmologe)
2wir nennen eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit einen maximal symmetrischen Raum, falls
sie 1d(d + 1) Killing-Vektoren besitzt.
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(zwei Zeitrichtungen des Einbettungsraumes!) eingebetties einschaliges Hy-
perboloid de niert werden kann. Seine Metrik ist durch die des Einbettungs-
raumes gegeben. Zusammengefat gelte also folgende De fin:3

Def. 1.2. Es sei wie in (1.4) de niert. Dann sei
AdSyq:= fz2 92j zz =1g (1.5)

AdS;.4 heit AdS-Raum mit Lorentz-Signatur.

Anmerkung. Der AdS-Raum wird in der Literatur h au g mit einer beliebigen
Zahl aus ™ statt der 1 de niert. Der Einfachheit halber haben wir auf di ese
allgemeinere De nition verzichtet und den Raum gleich ,,normiert\.

Zd+1

Abbildung 1.1.: Der AdS;.4-Raum

Man zeigt, da der Kr ummungsskalar des AdS-Raumes durcRR = d(d+1)
gegeben ist (siehe Kapitel A.4). Die kosmologische Konstda, mit der diese
Raumzeit die Einsteinschen Vakuumfeldgleichungenest, ergibt sich dann aus
der Relation (1.3) zu = dd 1.

R
R§g+g—0

) R %(d+1)+( d+1)=0

3wir notieren hier und im folgenden eine Raumzeit als ein Paar bestehend aus einer Menge
und einer (Pseudo-)Metrik.

4Der de-Sitter-Raum hingegen ist als die Hyper achefzj z z = 1g de niert, wobei die
Metrik hier (entgegen oben) die Minkowski-Metrik sei: =diag(1; 1;:::; 1, 1)
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_dd 1)
CE T (1.6)

Im folgenden seien noch zweielr den AdS-Raum gebmuchliche Koordinaten-
systeme aufgedihrt:

Globale Koordinaten

Es gelte

z0 = : zi = !jtan ; Zgr = —— (1.7)

mit

O 0 tan < 1; 1 sin;cos 1; 0O cos 1). Als Ausdrecke fer
und bekommt man:
s

z 1
=arctan &L =arccos ————5— (1.8)
20 25t Zg4

Uber letztere Gleichung lassen sich auch durch Einsetzen ih;j = zi=tan die
anderen Variablen bestimmen.

Mit zz zf 1 zi+ z3,, =1 ergibt sich:
xd
se¢  tan? 12=1
i=1
, 1 sin? | 2= cos?
i=1
xd
. sin® 1 12 =0
i=1
xd
, 12=1 (1.9)
i=1
Es gilt also:
f(lglgg= 91 (1.10)
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Die ! lassen sich folglich bei einer konkreten Rechnung durch deh d 1

Winkel, angeben (Bsp.d =2: !'; =cos ; !> =sin ). ; und diesed 1
Winkel sind die sog. globalen Koordinaten Im folgenden gelte die Bezeichnung
xd

d 2:=  dZ (1.11)

Man erhalt nun

sin cos sin
dzp = d + d 1.12
20 cos cog ( 3)
dzy=sec® ! ;d +tan d!; (1.12b)
cos sin sin
== d + = 1.12
dZg+1 Ccos d cog d (1.12¢)

und damit:

ds?=sec® d ? sed d? tan® d ?

se¢ tan d 2 !;dl; +tan? seé d ?
| iz}
=d ] Ly 1E=0
=sec® d? sed d? tan? d 2
=sec? d? d? sii® d ? (1.13)

Um eine bessere Anschauung vom AdS-Raum zu gewinnen, wird mehmal
der De nitionsbereich der globalen Koordinaten in Form eines Zylinders { des
sog.AdS-Zylinders { aufgetragen. In Abbildung 1.2 ist ein Schnitt durch diesen
Zylinder fur den Fall d = 2 zu sehen.

Auf Grund von Hinweisen, da eine Quantenfeldtheorie auf dem wie hier
durch Einbettung de nierten AdS-Raum keine Wechselwirkung zula t [BFS00],
ist es ratsam, zu einem¥berlagerungsraumelberzugehen:

Die universelle Uberlagerung CAdS;.4 des AdS .4 ergibt sich durch periodi-
sches Fortsetzen des AdS-Zylinders, geht also jetzt von 1  bis +1 . Man
beachte, da sich die gefundene Metrik (1.13) nur bis auf eien Faktor von der
Metrik

ds?= d ?2+d 2+sin? d 2 (1.14)
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)

—~
1l
|\>|w N
N—r
—~
1
NN

Abbildung 1.2.:
Vertikaler Schnitt durch den AdS-Zylinder im Fall d = 2. Dieser
ist durch den De nitionsbereich der durch zop = cos sec, z; =
cos tan , z; = sin tan und zz = sin sec gegebenen globalen
Koordinaten ; ;  de niert.

des statischen Einstein-Universums unterscheidet. Wir haen also gezeigt, da
der AdS-Raum konform einer Halfte (da O < 5 und nicht 0 ) dieser
Raumzeit entspricht. Der Schnitt durch den AdS-Zylinder in Abbildung 1.2
kann also als Penrose-Diagramm des AdS-Raumes interpretiewerden. Ein
solches ist auch in Abbildung 1.3 mit einer Auswabhl zeitartger und raumartiger
Geodaten zu sehen (vgl. [Car04], S. 327).

Poincae-Koordinaten
Man de niert

Zy = Zg+ Zg+1) u:=1=z; Xi = Zi=Z: (1.15)
Die Green u;Xg;:::;Xq 1 Mit Xj 2 und u 2 * sind die sog.Poincae-
Koordinaten. Auf Grund der Einschrankung u > 0 decken diese nur die ldlfte

des AdS-Raumes ab.
Es qilt

cee 24 52
z5 zy iiozgtzg, =1
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Abbildung 1.3.:

Penrose-Diagramm #ir den AdS-Raum mit eingetragenen beispielhaf-

ten Geoadaten.

. X3 x2 i X%+ x3,, = ux (1.16)

Die Koordinatentransformation la t sich folgenderma en wieder umkehren:

zi=% far 12f0;:::;d 1g (2.17a)
Xd 1 2 2 2
= —= — ++ 1 1.17b
24= - U X0 Xg1 1) ( )
Xd+1 1
Zge1 = u* + E(u2 X3+ i1+ x5 +1) (1.17¢)
Zur Herleitung der letzten beiden Ausdrecke wurde (1.16) und
Xd+ Xg+1 =1 (1.18)
verwendet. Weiterhin ergibt sich:
dXq = d Xg+1 (1.19)
1
dz, = qu (1.20)
1 Xj
dzi= —dx; —d 1.21
zi= o —pdu (1.21)
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Aus der letzten Gleichung ertalt man

1 X X2
dz? = 5 dx? 2u—; dxidu+ —% du?: (1.22)

Nun lat sich d s? durch die neuen Variablen ausdeicken:

ds?=dz§ dzf ::: dzi+dzi,
=L dx§ i dx3 1 dx3 fzd XSH}
=0
%(?xodxo o ZX&dXd+2Xd+1 dxd+]})du+
=d( u2)=2 udu
+ (x5 i XG4 X3y, )du?
u? (i(o {z d d+]})
=u2
= L( du+dx§ i dx3 9) (1.23)

In Abb. 1.4 ist derselbe Schnitt durch den AdS-Zylinder wie n Abb. 1.2 zu
sehen, diesmal mit den durch die Poincae-Koordinatenu; xg;x1 im Fall u> 0
und u < 0 abgedeckten Bereiche gekennzeichnet. Die Grengche, die diese
Bereiche im AdS-Zylinder voneinander trennt, ist im Fall d = 2 gegeben durch
die Lesungsmenge der Gleichung sin+sin sin =0.

Ein wichtiger Punkt ist, da der Rand = =2 bzw.u = 0 mit dem Rand
des AdS identi ziert wird; jede der beiden sich durch die Einteilung des AdS-
Zylinders ergebenen rautendrmigen Halften der Zylinderober ache entspricht
dem achen Minkowski-Raum.

Zum Schlu dieses Abschnittes sei auf zwei Tatsachen hingewsen, die beim
AdS-Raum mit Lorentz-Signatur Probleme bereiten:

Zum einen besitzt er auf Grund der zwei Zeitrichtungen des Eibettungs-

raumes ° und z4*1) keine globale kausale Struktur. So sind Kreise par-
allel zur z°-z%*! -Ebene geschlossene zeitartige Kurven, die einer solchen
kausalen Struktur widersprechen.

Zum anderen ist er nicht global hyperbolisch, d.h. es existrt keine
Cauchy-Flache . Dies ist aber notwendig #r die Existenz klassischer Feld-

SEine Cauchy-Flache ist eine Untermannigfaltigkeit, deren Tangentialr &aume raumartig sind,
und die von jeder kausalen, maximal fortgesetzten Kurve genau einmal geschnitten wird.

10
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Abbildung 1.4.:
Derselbe Schnitt durch den AdS-Zylinder wie oben mit eingetagenen
Poincae-Koordinaten u;xg;X1. (Es gilt zg = Xo=U;z1 = X1=U;2 =
(U? x3+x2 1)=2u;zp = (u? x3+ x3+1)=2u.) Die Grenze zwischen
diesen Bereichen (die Diagonalen) emdt man im Fall u= 1

gleichungen, da man Cauchy-Daten auf einer Cauchy-klche vorgeben
will.

Das Problem der Kausalitat |a t sich recht einfach dadurch umgehen, da man
die universelle Uberlagerung CAdS;.q des AdS.q bildet. Allerdings ist auch
CAdS; .4 nicht global hyperbolisch. Dieses zweite Problems t sich | @sen, indem
man ausnutzt, da sich { wie oben gezeigt { CAdS;.q konform in eine Halfte des
global hyperbolischen statischen Einstein-Universums @betten lat [AIS78].

1.2.2. Der Euklidische AdS-Raum

Neben dem AdS-Raum mit Lorentz-Signatur AdS;.; benutzt man hau g noch
den sog. Euklidischen Anti-de-Sitter-Raum, der eine analytische Fortsetzung
von AdSy:; darstellt. Wir de nieren:

Def. 1.3. Es sei
=diag(1;1;:::;1, 1): (1.24)
Die Raumzeit

AdSgs, = fz2 %2 zz = 1,z%' > og; (1.25)

11
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heit Euklidischer AdS-Raum

Der Euklidische AdS-Raum hat die Form einer einzelnen Schal eines zwei-
schaligen Hyperboloids (vgl. Abbildung 1.5). Seine Isomeategruppe ist SO(d+
1;1).

d+1

Abbildung 1.5.: Der AdSq+1 -Raum

Im folgenden werden wir stets den Euklidischen AdS-Raum bemzen. Wir
de nieren hierfur Koordinaten ganz analog zu den Poincae-Koordinaten de
AdS;.4 (s.0.) mber

Z+ 1= 24+ Zge1 z:=1=z; Xi = Zj=Z ; (1.26)

wobei z;Xg;:: ;Xg 1 mit Xj 2 und z 2 * die eigentlichen Koordinaten
darstellen und z; ; Xq; Xg+1 Hilfsvariable sind. Es gilt

5+ 722+ i+ 25 Z3,,= 1
2 W24 a2 42 = 2.
, Xg+ XTH i+ X§ Xgp = Z7 (1.27)

P
Mit x == (x%:::;x% 1) und somit x2 =~ %! x2 erhalten wir folgende Formeln

zur Umkehr der Koordinatentransformation:
zi:¥ far 12f0;:::;d 1g (1.28a)

—(Z2+x*> 1) (1.28b)
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1.2. Der Anti-de-Sitter-Raum

X 1
Zgs1 = "Z” = (@ +x°+ 1) (1.28¢)
Hierbei wurde (1.27) und
Xg+ Xge1 = 1 (129)
verwendet. Weiterhin ergibt sich:
dXd =d Xd+1 (130)
1
dz, = ;dz (1.31)
_ 1 X
dz = = dx; 22 du (1.32)
Aus der letzten Gleichung folgert also:
1 Xi x?
dz? = = dx? zz—'3 dx;dz + Z—; dz? (1.33)

Wir dr eicken nun ds? durch die neuen Variablen aus:

ds?=  dz dz

— 42 2, ... 2 2
=dzg+dzi+ ii+dzg  dzgy

1 oqy24 - 2 2 2
2 dxg+ ii+dxg +dxg dde}

=0
%(?xodxo + 0+ 2x&dxd 2Xd+1 dxd+]})dz+

= d(z%2)= 2zdz
+i( 2+...+X2 X2 )dZZ
Z(Xo+ 1T Xg Xge
z
R
= L2 +dx§+dxi+ ;i +dx5 q)
= % dx dx (1.34)

Hierbeiist ; 2fz;0;1;:::;d 1g und x* := z. Die Metrik des Euklidischen
AdS-Raumes ist also gegeben durch

1
9 =5 (1.35)
und wir erhalten damit
g =22 (1.36)

13



1. Die konforme Gruppe und der AdS-Raum

sowie
Pg=21d (1.37)

Dem Randfz%! = 1g des einschaligen Hyperboloids entsprichtz = 0g[f z =
1g , wobei es sich beifz = 1g nur um einen einzelnen Punkt handelt, was
aus der ®r z = 1 verschwindenen Metrik folgert (siehe [Wit98]). Wir kennen
den Rand also mit einer Splmre 9 identi zieren. Ein wichtiger Punkt ist nun,
da die Isometriegruppe SO(d + 1;1) des AdS;:+; auf dem Rand wie die kon-
forme Gruppe wirkt. (Dies gilt auch fer den AdS-Raum mit Lorentz-Signatur.)
Fur die spateren Berechnungen bestimmen wir nun noch eine Invariantelieser
Gruppe:

Das Abstandsquadratu-:=  (z 29 (z 2% zweier Punktezz°2 AdSg:1
im Einbettungsraum (also das Quadrat der Lange der Sehne, die zwei Punkte
auf dem AdS miteinander verbindet) ist invariant unter der | sometriegrup-
pe SO(d + 1;1). (Eine solche Invarianz werden wir von nun an auch alsAdS-
Invarianz bezeichnen.) Wir erhalten mit z z = 2°2° = 1 fur diese Gm e:

b= 2 272 (1.38)

Wir werden das Ergebnis nun mit Hilfe der Formeln (1.28) in den neuen Ko-
ordinaten (z;x) bzw. (z%x9 ausdrecken. Hierzu berechnen wir

Pai1, 0 1,0, 2,0, .0
d Ixix0 L(z2+ x2+ 2@+ x
20 = 1507 2( - ) (1.39)
7z
und bekommen somit:
P
222% 20 L xix0+ 22+ x2+ 2@+ x@
- 220
2 2
z 292+(x x
-2 Drx XD (1.40)

270

Um Ubereinstimmung mit z. B. [DR02] und [DFM * 99] zu erzielen, werden wir
im folgenden

g @ 2H(x X7 (1.41)

u:=
22270

Nl

als Invariante benutzen.
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1.3. Klassische Feldtheorie auf dem AdS-Raum

Anmerkung. Die Gre e u (bzw. &) ist eine (monotone) Funktion des geodti-
schen Abstandess. Es gilt :

u = 2sinh? g (1.42)

1.3. Klassische Feldtheorie auf dem AdS-Raum

In diesem Kapitel werden wir die fur den weiteren Verlauf der Arbeit benetigten
kovarianten freien Feldgleichungen auf dem Euklidischen AS-Raum herleiten.
Des weiteren werden wir zeigen, da sich die auf Grund der Koarianz der
Feldgleichungen AdS-invarianten Lesungseume im vektoriellen und tensoriel-
len Fall zerlegen lassen. Diese Tatsacheekinen wir im weiteren Verlauf der
Arbeit ausnutzen.
Die Wirkung S hangt mit der Langrangedichte L eber
Z Z
s= d%L(:D )= dxgeiip (1.43)

zusammen. (Das Symbol ' kennzeichnet hierbei ein Tensorfeld beliebiger Stu-
fe.) Da wir den Euklidischen AdS-Raum mit den im letzten Kapitel eingefehr-
ten Koordinaten betrachten wollen, wird (1.43) zu
Z
s= dzd%P g o iy (1.44)

Aus € wird mit Hilfe der zugeherigen Euler-Lagrange-Gleichungen
!

@ @ _
o 2 @ 1 O (1.45)

die Feldgleichung bestimmt.
In allen folgenden Fallen werden wir jeweils vom allgemeinsten kovarianterl€
ausgehen, wobei wir im vektoriellen und tensoriellen Fall,um einen besseren

Vergleich mit der Literatur zu erm eglichen, I€ jeweils mit Hilfe der entspre-
chenden Feldsarketensoren notieren.
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1. Die konforme Gruppe und der AdS-Raum

1.3.1. Skalarer Fall

I€ ist hier gegeben durch
e=1g @@ +3im? 2%

Hiermit ergibt sich

sowie

g @ +g @)

«Q NI NI NI

Man erhalt also als Feldgleichung dieKlein-Gordon-Gleichung
( g*t M 2) =0;
: — _P=14/P=
wobei ¢ =D D ="79 @ gg @)

1.3.2. Vektorieller Fall

Hier betrachten wir

e=1F F +1 (D )?+1
mit
F =D D
Es ergibt sich sofort:
¢ _, @
@ -2 @( g)
=39 ( + )
=9
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1.3. Klassische Feldtheorie auf dem AdS-Raum

Nun berechnen wir den zweiten Teil D % der Euler-Lagrange-Glei-

chung. Hierzu formen wir zuerstF F  um:

F F =D D D D D D +D D
=2D D 2Db D (1.53)
Damit ergibt sich nun
@
—(F F )=
ap )( )
@
a 0 ¢ )
=2[g g (D +D ) D D ]
=4F (1.54)
Desweiteren gilt:
@ 2 _ @
D = D D
= D +D
=2D (1.55)

Man bekommt mit diesen Ergebnissen:
!

p - % _pop DD + DD (1.56)

@ )

Um diesen Ausdruck zu vereinfachen, benutzen wir die Kommutorrelati-
on (A.27).6 Nach dieser gilt

DD =D D dg ; (1.57)
und wir kennen (1.56) folglich zu
!
@
D —— =(O D +d + 1)D D ; 1.58
a 5 - g +( D (1.58)

®Die folgende , Zusammenfassung\ der Terme hatte alternativ auch schon beim Wirkungs-
integral mit Hilfe partieller Integration geschehen k ennen. Dasselbe gilt auch #ir eine
ahnliche Situation im weiter unten beschriebenen tensoriellen Fall.
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1. Die konforme Gruppe und der AdS-Raum

umformen. Schlu endlich erhalten wir also fer die Feldgleichung:
( DD + d)g +(1 )D D =0 (1.59)

Wir f ehren nun noch eine Umbenennung der Parameter durch:
( DD + Mg +aDbD =0 (1.60)

Nun betrachten wir den Lesungsraum der Di erentialgleichung. Nach dem
folgenden Satz kann man diesen in zwei Teile zerlegen:

Satz 1.1. Die Vektorfunktion erfulle die Di erentialgleichung (1.60). Dann

lat sich in zwei SummandenV und D ' zerlegen, wobelV divergenzfrei
ist:
=V +D ' mit DV =0 (1.61)
Die Funktion ' ist hierbei gegeben durch
"= gD (1.62)
und V folglich durch
Vo= 2D D (1.63)

Des weiteren sindV und' Lesungen zweier Klein-Gordon-Gleichungen:

2 )
DD +M2*d' =0 (1.64a)
(DD +M?V =0 (1.64b)
Beweis. Wir zeigen zuerst D D + '\"12—’;" " = 0. Hierzu gehen wir von der

urspreinglichen Feldgleichung (1.60) aus:

( DD + Mg +aDbD =0
) DDD +M?D +abDD =0 (1.65)

Mit (A.36) erhalten wir also:
DDD +dD +M?D +abDD =0

, DD +M*d: =-g3 (1.66)

a
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1.3. Klassische Feldtheorie auf dem AdS-Raum

Als nechstes soll (D D + M?2)V =0 gezeigt werden, wobei wir im zweiten
Schritt auf die Di erentialgleichung (1.60) zur mckgreifen und smter noch die
Kommutatorrelation (A.31) verwenden:

(DD +M?V =

=( DD +M? 42D D
= aD D (DD +M?)H2DD

2
= a+ M8 dpp + L,ADDDD
= a+MCapp 4+ LapDDD dDD )
- 1
=D 1+ 52D D D
=D DD MZd.

1 a

=03 (1.67)

Zum Schlu beweisen wir noch die Behauptung, da V divergenzfrei ist:

DV =D 725D D D
= DD +Mxd:

O

Anmerkung. Man vergleiche diesen Satz mit dem aus der Elektrodynamik be
kannten Zerlegungssatz, da Vektorfelder, die einschlielich ihrer Ableitungen
im Unendlichen mit hinreichend hoher Ordnung gegen Null steben, geschrie-
ben werden lennen als Summe eines rotationsfreien und eines divergengien
Anteiles (siehe hierzu z.B. [Nol00], S. 33 .).

1.3.3. Tensorieller Fall

Wir setzen hier

+ D D + +"( )% (1.69)
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1. Die konforme Gruppe und der AdS-Raum

mit
F =D +D +D (1.70)
an, wobei = gelte.
Zuerst werden wir @@ berechnen. Hiertir nutzen wir

@ _1 _
@ - E( + ): (1.71)
Es ergibt sich:
@ N
=399 ( + ) +399 ( + )
=2 (1.72)
und
@ 2 _
@ () ( )
= —( g 9)
=3 + ) 99 +3 ( + )99
Also:
@
— =2 +2" 1.74
@ g (1.74)
Als nachstes sollD @—DL) bestimmt werden. Es gilt folgende Identitat:
F F =D D +D D +D D +
+D D +D D +D D +
+D D +D D +D D
=3D D +3D D +3D D
=3D D +6D D (1.75)
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1.3. Klassische Feldtheorie auf dem AdS-Raum

Der letzte Schritt ist hierbei durch
D D =D D =D D =D D (1.76)

begrindet. Mit diesem Ergebnis berechnen wir nun:

@
F F =
@ )
= @ (3D D g g g +6D D g )
@ )
=3 ( + ) ggag+
+ 3D ( + )9 gg+
+5 ¢ + D g +
+ 2D ( + g
=6F 1.77)
Weiterhin erhalten wir f ur die restlichen drei relevanten Terme;:
@
D D =
ap )( )
@
- @o )(D D g9 9)
=3 ( + DO ggg +3D ( + )J)ggg
=2g D (1.78)
@
D D =
ap )( )
@
= D D
@ 9 )
=3 ( + ) g +3D ( + g
=1 D +3 D +g D (1.79)
@
D D =
) )( )

21



1. Die konforme Gruppe und der AdS-Raum

_ @
=3 ( + ) g +3D ( + g
= D + D (1.80)

Fassen wir die letzten Ergebnisse zusammen, so erhalten wir
I

D @ =
a )

-1 1 1

=5D D +5;D D + 5D D +2g DD +
+2( DD + DD +2g DD )+

+ ( DD + DD )

— 1 1 1

=5;D D +5;D D + 3D D +2g DD +
+ (DD +g DD )+ (1.81)
+ (DD +D D )

Hierbei haben wir [D ;D ] = 0 ausgenutzt.

Unser Ziel ist es nun, den zweiten und dritten Summanden von 1.81) mit
dem -Term zu verrechnen! Aus (A.29) ergibt sich

DD =D D (d+1) +g (1.82)
und damit

DD +DD =DD +DD 2d+1) +2g :
(1.83)

Mit dieser Gleichung lat sich (1.81) schreiben als
!

@ _
P @ )
=4DD 2d 2 +2g DD +
+ (DD +g DD )+ (1.84)

+12 +1)(D D +D D )+2g

"Siehe Fu note im vektoriellen Fall.
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1.3. Klassische Feldtheorie auf dem AdS-Raum

Die gesuchte Feldgleichung ergibt sich hiermit und mit (1.7) also schlie lich
Zu

( DD +4 +2d+2) 49 DD
20D +g DD ) (1.85)
@2 +1)O D +D D )+@" 24g =0:

Auch hier benennen wir wie im vektoriellen Fall noch die Paraneter um:

(DD +M?g g +ag DDg +
+bhDDg +g DD) + (1.86)
+¢ccDDg +tDDg ) +eg g =0

Anmerkung. Erstaunlicherweise erhalten wir aus der allgemeinsten Lagnge-
dichte nicht die allgemeinste Di erentialgleichung zweiter Ordnung, bei der
wirfarD D g undg D D unterschiedliche Koe zienten ansetzen weirden.

Es la t sich nun zeigen, da der Lesungsraum der Feldgleichung wie im vek-
toriellen Fall in mehrere Anteile zerfallt:

Satz 1.2. Die symmetrische Tensorfunktion erfulle die Di erentialglei-
chung (1.86). Dann lat sich in vier SummandenC , DB +D B,
D D A; und g A, zerlegen, wobeiC eine divergenz- und spurfreie sym-
metrische Tensorfunktion und B eine divergenzfreie Vektorfunktion ist; die
Gre en A1 und A, sind skalare Funktionen:

=C +D B +D B +D D A1+g A, (1.87)

mit
DC =0; C =0; C =C ; DB =0 (1.88)

SowohlC als auchB lesen Klein-Gordon-Gleichungen:

(DD +M?)C =0 (1.89a)
DD +2M 4y 4B =0 (1.89b)
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1. Die konforme Gruppe und der AdS-Raum

Des weiteren lassen sich die FunktioneA1 und A, darstellen als Linearkom-
binationen von Lesungen'~(, '~ zweier Klein-Gordon-Gleichungen?® also

A= 11+ 2 Ar= 1~ + 2> (1.90)
mit
( DD +m?)*~ =0; ( DD + m3)~=0: (1.91)

Hierbei sind '~; und '— selbst und somit auchA1, A, darstellbar als Linear-
kombinationen der G en und D D

Beweis. Unser Ziel ist es, zu zeigen, da eine Zerlegung der Art (1.87existiert,
wobei wir die Eigenschaften (1.88) bis (1.91) fordern. Hiezu bilden wir zuerst
die Spur der Di erentialgleichung (1.86):

[ 1+a(d+1)+ bD D +[M?+ e(d+1)]

(1.92)
+[b(d+1)+2c]D D =0

Wenden wir hingegen D auf die Di erentialgleichung an, so erhalten wir mit
den entsprechenden Kommutatorrelationen (A.40), (A.31) wnd (A.27) die Glei-
chung:

(c )DDD +[2+ M?+d@1 oD +

(1.93)
+(e+ad 2)D +(a+bD D D +(b+cD DD =0

Und nach Anwenden von D auf dieses Ergebnis bekommen wir mit (A.36):

( 1+b+2c)D DD D +2d+2+ M? 2cdD D

(1.94)
+(e 2 bdD D +(a+bD DDD =0

Wir haben also zwei gekoppelte Di erentialgleichungen (192) und (1.94) bzgl.
undD D bekommen. Bevor wir weiterrechnen schreiben wir diese mit
den Abkeirzungen

"= . '2:=D D : (1.95)
M2+ ed+1) M2 242+ M? 2cd
1 a(d+1) b 27 1 b 2

M2 = (1.96)

8Zur genauen Bedeutung der Symbole siehe Beweis.
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1.3. Klassische Feldtheorie auf dem AdS-Raum

_ bd+1)+2c . _ e 2 bd _ athb
"1 a(d+1) b B= T 2 T 1 1b = (1.97)

in einer wbersichtlicheren Form:

(DD +M2' 1+A =0 (1.98)
(DD +M2' ,+BDD';+CDDDD';=0 (1.99)

Nun lesen wir die erste der beiden Gleichungen nach, auf und setzen das
Ergebnis in die zweite ein. Wir erhalten damit folgende Di erentialgleichung
fur ' q:

M2+ M 2+ AB

DD + =22 DD"'; it 1=0 (1.100)
Oder anders geschrieben
(DD +m?)( DD +md ;=0 (1.101)
mit
m2+ m3 = Mlzz'\"% und m?ms3 := “1/'12—2/'(:22: (1.102)
Wir machen nun den Ansatz
1=t (1.103)
mit
(DD +m?)~=0; ( DD + md~=0: (1.104)

Weiterhin berechnen wir hiermit und mit Gleichung (1.98):
‘2= A DD +MY(~1+ =)
mi Mf, __m§ MZ
= ~ + ~
A A
Mit den Gleichungen (1.103) und (1.105) lassen sich nun ~und '~ als Line-
arkombinationen von' ; und ' », angeben:

(1.105)

2 2
m35 Ml A
'~ =+ "1 ‘2 (1.106)
mi mi = mj3 mi
2 2
mi Mj; A
'~y = "1+ ! 1.107
2 m% m% 1 m% m% 2 ( )
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1. Die konforme Gruppe und der AdS-Raum

Man mberzeugt sich mit Hilfe der Relationen (1.98) und (1.101) éicht, da ~;
und '~ tatsachlich Lesungen der Klein-Gordon-Gleichungen (1.104) sind.
Wie mit Hilfe von ~1 und '-, die Funktionen A; und A, dargestellt werden
kennen, werden wir weiter unten sehen. Vorher werden wir jedch versuchen,
einen Ausdruck fur B zu nden:
Aus Gleichung (1.93) ergibt sich mit

2+ M?

M2 : T e

+d (1.108)
und i = 1;2 die folgende Gleichung:

( DD +M2D =
= C—ll[(e+ ad 2)D +(a+bD D D +(b+cD DD ]

1
= c—lD (e+ad 2) +(a+b(D D d +
2 2 2 2
m M m M
+ b+ C 1 1. + 2 1.
( ) A 1 A 2
X 1 m2 M2
= e bd 2+ (a+ bm?+(b+ C)'Tl D '~ (1.109)
| {z }
=aj
Diese formen wir mit Hilfe von
(DD +M2D 'v=D ( DD + M2+ d)~
=(MJ+d mdD '
1 — 1 2 1
y D = - |\/|3+—dm|2( DD + MV)D = (1110)
weiter um:
al ap
DD +M2 D D~ ——-D'-» =0
( 2 | MZ+d mf{ YoMZ+d m2 ?

(1.111)
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1.3. Klassische Feldtheorie auf dem AdS-Raum

Wir werden nun D X =0 zeigen. Hierzu rechnen wir:

DX =
1 a'l ) a'2 )
="', ——————-DD'~ ————->DD'
MZ+d m$ MZ2+d m3
2 2 2 2 2 2
_ mi Mj aimj - m3 M1.~2 azxm3 '
A MZ2+d m? A MZ2+d m3

(1.112)

Man kann nun durch eine langere, aber mathematisch unproblematische Rech-
nung zeigen, da sich #ir die Koe zienten Null ergibt. ° Es gilt also wie vermutet

DX =0: (1.113)

Die Vektorfunktion X lest folglich die Klein-Gordon-Gleichung bzgl. der Mas-
seM, und ist divergenzfrei, sie ist also ein guter Kandidat #ir B . Es besteht
allerdings noch die Frage bzgl. der Normierung.
Wir setzen nun 1
B = ——X 1.114
an und zeigen, da dies tat®chlich die richtige Wahl feur B ist. Hierzu be-
trachten wir

Cc = (b B +D B ) DD(|£€-Z£¥) g (|£€-Zi?)(1115)
=A1 =A2

unter der Pramisse der Spur- und Divergenzfreiheit. Die Tensorfunktio C
sollte, die richtigen ; und ; vorausgesetzt, die Klein-Gordon-Gleichung bzgl.
der MasseM lesen.

Wir werden zuerst die Koe zienten ,  aus den Forderungen DC =0
und C =0 bestimmen. Es ergibt sich

DC =
+ ;
d M2
(DDD dD)( 1~1+ 2~) D (1=1+ 2

=D ODDX +D D X )

9Hier, genauso wie beiahnlichen Rechnungen smter im Beweis, bietet sich die Verwendung
eines Computer-Algebraprogrammes an.
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1. Die konforme Gruppe und der AdS-Raum

1

2
+d M\?(MX dX )

1(m?2  d)D '~ o(m3 dD '~ D'~ D'~

=bD '~1+ D -
[ (mZ d)+ D'~ [ 2(m3 dy+ D '
wobei im letzten Schritt
X =D bhD '~ D '-
mit
.
MZ2+d m?

benutzt wurde. Es mu also auf Grund der Divergenzfreiheit

b =

(m? A+ i=h
gelten. Fur die Spur von C  erhalt man hingegen:
c = (M 1~ + M3 2'~) (d+1)( 1™+ 2™)
=i+ [m g+ (d+l) ]~ M3 o+ (d+1) o]~
Wir bekommen also als weitere Forderung an die Koe zienten
mf i +(d+1) ;=1:
Au esen des so erhaltenden Gleichungsystems liefert:

_(d+1)h 1 _m*1 h) d
'""dm2 &2 d ' dm?2 d&2 d

(1.116)

(1.117)

(1.118)

(1.119)

(1.120)

(1.121)

(1.122)

Nun wenden wir den Klein-Gordon-Operator bzgl. der MasseM auf C an.
Es sollte sich unserer Vermutung nach Null ergeben. Dabei beitzen wir die

Kommutatorrelationen (A.33) und (A.34) aus dem Anhang:
(DD M?»C =
=( XDD M 2) +m( DD +M?»)D X +D X )
(DD +M?)( DD'5+ ig ')
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1.3. Klassische Feldtheorie auf dem AdS-Raum

=( DD M? +
+ 35D ( DD +M?+2+ dX +D ( DD +M2+2+ d)X ]
X v
il mDD'~+2(d+1)D D'~y 29 m?~+ M?2D D ']+

+ g (M MA5 =() (1.123)

Benutzt man die ursprengliche Di erentialgleichung (1.86), um den ersten

Summanden zu ersetzen, so e#it man unter Verwendung von % =c
weiter:
()= cD D +D D ) bD D +g DD )
ag DD eg $ MEME2( % 4D X )+
X \
+ i[mf  2(d+1) M?D D ~+
i
X+2 im?g '~ i(M? mf)g '~
= b+ ;m? 2(d+1) M? 2ch D D '+
i (1.124)
2 2
+ b am? e+2 im? (M2 md) g '~

Dieser Ausdruck lat sich nun durch Einsetzen der Resultate fir m; sowie

i und ; bestimmen. Es ergibt sich, da die Koe zienten der D D '~- und
der g '~-Terme tatsachlich identisch Null sind.1® Damit ist die Behauptung
bewiesen. O

10 zur Berechnung der Koe zienten wurde Mathematica eingeset zt.

29



1. Die konforme Gruppe und der AdS-Raum

1.4. Die AdS-CFT-Korrespondenz

1997 postulierteMaldacena in [Mal98] eine Aquivalenz zwischen Supergravi-
tations- bzw. Stringtheorien auf dem Produkt einesd + 1-dimensionalen AdS-
Raumes mit einer kompakten Mannigfaltigkeit und konform invarianten Quan-
tenfeldtheorien auf demd-dimensionalen Rand des AdS-Raumes. Ein Beispiel
hierfur, auf das auch [Mal98] aufbaut, ist eine Super-Yang-MillsTheorie in
vier Dimensionen, dieaquivalent zu einer Typ-11B-Superstring-Theorie auf dem
AdS  ®ist. Dieses Konzept der Dualit zwischen dem AdS-Raum selbst und
seinem Rand, das vonMaldacena noch nicht vollstandig ausformuliert wor-
den war, wurde in recht schnell folgenden Arbeiten vonWitten  [Wit98] und
Gubser, Klebanov, Polyakov [GKP98] weiter ausgearbeitet.

Spater stellte sich heraus, da diese Dualilt auch zwischen Theorien dessel-
ben Typs existent ist, also beispielsweiserf Quantenfeldtheorien sowohl auf
dem AdS-Raum selbst als auch auf seinem Rand. Genauer ergaigls, da wenn
auf dem AdS-Raum ein Quantenfeld durch Wightman-Distributionen gegeben
ist, Wightman-Distributionen eines konformen Quantenfeldes auf dem Rand
gewonnen werden knnen (siehe hierzu die Arbeit vonBertola, Bros, Mo-
schella und Schaeffer [BBMSO00]). Und andersherum wurde in [Reh00] von
Rehren gezeigt, da auch die Rekonstruktion einer AdS-Theorie antand einer
konformen Theorie auf dem Rand noglich ist (, Algebraische Holographie\).

Heute versteht man unter ,, AdS-CFT-Korrespondenz\ den gesamten Kom-
plex von Aquivalenzen zwischen Theorien auf dem AdS-Raum und seinem
Rand. Absolut grundlegend fur alle diese Zusammenhknge ist die Tatsache, da
die Symmetriegruppe des AdS-Raume$0O(d;2) bzw. euklidisch SO(d + 1;1)
der konformen Gruppe des Randes entspricht.
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2. Die Funktionalintegrale

2.1. Cberblick

Formale euklidische Funktionalintegrale der Form
Z

z(f)= D e'O) (o f) (2.1)

wobei (o der Randwert von ist, dienen gena [GKP98, Wit98] in der AdS-
CFT-Korrespondenz als erzeugende Funktionale

heROfi = 7(f)=Z(0) (2.2)

zur Konstruktion von Korrelationsfunktionen f er das konforme QuantenfeldO
auf dem Rand des AdS-Raumes, dem soglualen Feld

Anmerkung. Funktionalintegrale der Form (2.1) stammen urspreinglich aus der
String-Theorie.

Es kann gezeigt werden, da die sog. Bulk-to-Boundary-Promgatoren, die
man aus dieser dualen Beschreibung e#it, mit den sog. Bulk-to-Bulk-Pro-
pagatoren bis auf konstante Vorfaktoren eibereinstimmen, wenn man eine der
Bulk-Koordinaten gegen den Rand strebend t (siehe z. B. [BDHM98]). Anders
ausgedeickt sind die dualen Greenschen Funktionen Randlimiten vonGreen-
schen Funktionen des Bulks, was impliziert, da auch die duden konformen
Felder Randlimiten der Bulk-Felder sind. (Auf Grund des Auftretens von Rand-
werten im Funktionalintegral mu, im Gegensatz zu ,,normalen\ Funktional-
integralen auf dem Minkowski-Raum, zwischen verschiedeme Propagatorar-
ten unterschieden werden. Was genau unteyBulk-to-Boundary-Propagatoren\
und ,, Bulk-to-Bulk-Propagatoren\ zu verstehen ist, werden wir weiter unten se-
hen.)

Da die Korrelationsfunktionen, die mit dieser dualen Bescheibung berech-
net werden, alle Eigenschaften,normalen Korrelationsfunktionen zu besitzen
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2. Die Funktionalintegrale

scheinen (siehe z. B. [Kni02] oder auch die Einleitung von [B02] und die dort
angegebene Literatur), ergibt sich die Vermutung, da das @zeugende Funk-
tional evtl. auch darstellbar ist als ein Funktional, bei dem das Feld auf die in
der Feldtheorie gewhnliche Art und Weise an eine Quelle gekoppelt ist, also

R

he °fi = 2(f)=2(0) (2.3)

mit 7 R
B(f)y= D e'lle of: (2.4)

2.2. Zusammenfassung von [DRO02]

Die sich nun ergebene Frage ist, inwieweit die beiden, auf aheersten Blick sehr
verschiedenen, formalen Funktionalintegrale (2.1) und (24), und damit auch
die FelderO und ( miteinander zusammentangen. Dieses Problem wurde von
Dutsch und Rehren in [DR02] behandelt. Das Vorgehen in diesem Artikel
und die Resultate wollen wir nun zusammenfassen:

In [DRO2] wird zuerst der AdS-Raum durch ein Gitter und die reellen Funk-
tionen  (x) (mit einem Multiindex ) durcheinN-Tupel =( i)izz:on 2 N
ersetzt. Durch diesen Trick werden formale Funktionalintegrale zu wohlde nier-
ten endlichdimensionalen (Gau schen) Integralen, die diefolgenden Schritte

Mit

e= O” 2 Non (2.5)

alsoe: "1 N wird eine Einbettung der Randwerte des Feldes in den
Raum der Integrationsvariablen de niert und weiterhin mit

e¢= , 02 "N (2.6)

die Adjungierte von e gekennzeichnet; es gilt alsog=¢€" 2 ",
Die Wirkung ist gegeben durch

1()=30GA )+ V() (2.7)
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2.2. Zusammenfassung von [DR0Z2]

wobei ihr quadratischer Anteil durch eine symmetrische pogiv de nite Matrix
A2 N N gegeben ist, und ein beliebiges Potential der Form

X
V)= v(i) (2.8)

angesetzt wird.
Fur die Funktionalintegrale Z(f) und Z(f) mit f 2 " ergibt sich hiermit
nach einiger Umformung
z
B(f)=ez®f) p & 3(A %9 V(%A T (2.9)

bzw.
z
Z(f)=e 2(f ) D(E? )e L(E? JAE 7 ) V(E? +A (e 1)) (2.10)

mit
= A le2 MO (2.11)
sowie
E?:= N E, wobei E := ed: (2.12)

E ist die Projektion auf den Rand, E? die auf den Bulk. Es lat sich also
schreiben:

=E +E? zZeqg+E’ (2.13)

Aus dieser Darstellung der Funktionalintegrale kennen die diagrammatischen
Regeln abgelesen werden (siehe hierzu auch Abbildung 2.1):

Die Vertizes sind durch die polynomiale Struktur des Potenfales gegeben.
Jeder Vertex besitzt (bedingt durch die Verschiebung des Agumentes vonV)
innere Linien, die den Zusammenhang mit der Integrationsvaiablen symboli-
sieren, sowieau ere Linien fer externe Variable f . Der Bulk-to-Bulk-Propagator
verbindet in den Graphen zwei Vertizes miteinander und ist gggeben durch das
Inverse der Matrix im Skalarprodukt im Argument der Exponentialfunktion
des entsprechenden Integrals. DeBulk-to-Boundary-Propagator, der diagram-
matisch durch au ere Linien (also Linien die f mit einem Vertex verbinden)
reprasentiert wird, entspricht dem Koe zienten von f im Argument von V.
Die Tree-Level-Zweipunktfunktion schlie lich ist die Matrix im Skalarprodukt
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2. Die Funktionalintegrale

der Vorfaktoren der Integrale und wird symbolisiert durch eine einzelne Linie,
die zweif miteinander verbindet.
Fur Z(f ) ergeben sich der Bulk-to-Bulk-Propagator und der Bulk-to-Boun-
dary-Propagator zu
G=A1! bzw. H = Ge: (2.14)

Weiterhin gilt
= e'H: (2.15)

Fur Z(f ) mu beachtet werden, da, da eber E? integriert wird, der Bulk-
to-Bulk-Propagator verschwindende Rand-Komponenten bei$zen mu :

E =0= E (2.16)
Auf dem Bulk E? N sollte er jedoch das Inverse vorA sein:
E’A = E” = AE’ (2.17)

Hiermit kann zu
= G Ge G (2.18)

bestimmt werden. Weiterhin ist der Bulk-to-Bulk-Propagat or durch
K=Ge '=H ! (2.19)
gegeben, wasquivalent zu den Bedingungen
€K = , und E’AK =0 (2.20)

ist. Letztere Formel gilt auch fer H, was sich direkt durch Einsetzen vonH =
Ge ergibt:
E’AH =0 (2.21)

Die uwber diese diskrete Betrachtung des Problems gewonnenen ffoeln wer-
den nun in [DR0O2] auf den kontinuierlichen Fall skalarer bzw vektorieller Felder

ubertragen. A wird zu einem Di erentialoperator und G = A 1 zur zugetwri-
gen Greenschen FunktionG(z; x;z%x9 (mit den Koordinaten z;x bzw. z%x°
wie in Abschnitt 1.2.2 de niert), f ur die sich zwei Meglichkeiten G, und G
ergeben.
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2.2. Zusammenfassung von [DR0Z2]

Anmerkung. Die Existenz zweier Greenscher Funktionen ist essentiellef das
vorliegende Problem, da wir durch die Wahl der Greenschen Faktion festlegen,
eber welchen Funktionenraum bei den Funktionalintegralen integriert wird.
Dabei wird zu beachten sein, da bei den beiden Funktionalinegralen uber
unterschiedliche Funktionenraume integriert wird, um wohlde nierte Feynman-
Regeln zu erhalten.

Weiterhin gelten folgende Entsprechungen, die wir spter benetigen werden:

Gitter Kontinuum
H=Ge =) Zl(i)!mozm PG, = H, (2.22a)
€K =0 =) li!moz” PK = (2.22b)
E’AK =0 =) ( DD +M?K =0 aufBulk (2.22¢)
bzw. E’AH =0 =) ( D D + M?H, =0 auf Bulk (2.22d)
Hierbei ist lim, ¢z" bzw. limyo ¢z® der sog. AdS-(Rand-)Limes im

Falle von Tensorfeldernn-ter Stufe, und P ist die Projektion auf die Komponen-
ten der ungestrichenen Bulk-Koordinaten sowieP° die auf die Komponenten
der gestrichenen. Die Gp e hat die Bedeutung einer Skalendimension der
Randfelder (vergleiche hierzu Abschnitt 3.1). Es gilt
g r F
— 2 .
=3 7 + M2+ n; (2.23)
Warum ein solcher Limes gewhlt wird, werden wir im n achsten Kapitel in
Abschnitt 3.1 sehen, wo wir den skalaren, den vektoriellen nd den tensoriellen
Fall einzeln behandeln werden. (Zur De nition der Masse side die entspre-
chenden Feldgleichungen in Abschnitt 1.3.) Das Symbol steht hier fur die
an den AdS-Raum und den jeweiligen Fall angepa te -Funktion (die sich aus
mehreren,,normalen\ -Funktionen zusammensetzt).

Zu einer Abweichung zum diskreten Fall kommt es bei der Bestnmung von
bzw. K . Es wird nicht = 1 berechnet, da dieser Schritt mit divergenten
Integrationen verbunden ware, sondern stattdessen auf die oben angegebenen
charakterisierenden Gleichungen zuickgegri en.

Schlie lich kann in [DR0O2] gezeigt werden, da alle Propagdoren bis auf
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2. Die Funktionalintegrale

(b) Graphen fur Z(f)

Abbildung 2.1.: Typische Graphen fur Z2(f ) bzw. Z(f)

Faktoren identisch sind:
(z;%;2%%x9 = G: (z;x;2%x9  (Bulk-to-Bulk-Propagatoren) (2.24a)
K (z;%x;x% = cH+ (z;x;x%  (Bulk-to-Boundary-Propagatoren) (2.24b)
x;x9 = +(x;x9 (Tree-Level-Zweipunktfunktionen) (2.24c)

Folglich wird also bei beiden Integralen nicht nur mber dieselben Graphen,
sondern auch { bis auf Faktoren { dieselben Propagatoren summiert (vgl. Ab-
bildung 2.1). Da bei den Koe zienten ck die Potenz k genau der Anzahl der
jeweiligen Quelltermef entspricht, ergibt sich

Z (f)= B*(c f) unddamit O (x)=c 3 (x): (2.25)

In [DRO2] gelingt es, dieseAquivalenz der Propagatoren auf eine Bedingung
an c() zu reduzieren (wobei c zu einer Funktion der Skalendimension der
Randfelder . fortgesetzt wurde), namlich

c(d +)= c +): (2.26)
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2.3. Darstellungstheoretischer Hintergrund

Dies ist die Forderung anc(), die erf wullt sein mu, damit (2.24c) gilt. Die
anderen beiden Relationen (2.24a) und (2.24b) énnen aus den im diskreten
Fall gewonnenen algebraischen Gleichungen hergeleitet waen und sind somit
automatisch richtig. Interessanterweise ergibt sich sowbl im skalaren als auch
im vektoriellen Fall dieselbe Formel

c=c¢ +)=2 .+ d (2.27)

mit der die Eigenschaft (2.26) garantiert ist.

2.3. Darstellungstheoretischer Hintergrund

Der Bulk-to-Boundary-Propagator K hat darstellungstheoretische Bedeutung:
Er kann als ein Intertwiner zwischen zwei Darstellungsaumen der Gruppe
SO(d + 1;1), namlich dem Raum der Funktionen , die die Klein-Gordon-
Gleichung lesen, und dem Raum der Randfelder o, verstanden werden. Ge-
nauer la t sich mit Hilfe von K aus einem Randfeld ein Bulkfeld konstruieren.
Andersherum ergibt sich aus einem Bulkfeld durch Limesbilding ein Randfeld.
Diese Betrachtungsweise wird in einem Artikel [Dob99] vonDobrev darge-
legt.> Wir werden sie im folgenden #r den skalaren Fall skizzieren:

Wir betrachten eine skalare Funktion : * dj auf dem euklidischen
AdS-Raum, fer die

( g+M? (z;x)=0 (2.28)

gilt. Der L esungsraumL der Klein-Gordon-Gleichung zer#llt in zwei Teile
(zugeordnet der entsprechenden Greenschen Funktio®. oder G bzw. dem
Randverhalten der Lesung ; vergleiche hierzu auch Abschnitt 3.1.2):

L =L++L (2.29)
Man kann nun auf dem RaumL eine Darstellung
T =T (@:L ! L : (2.30)
der AdS-SymmetriegruppeSO(d+1;1) mit g2 SO(d+ 1;1) uber

(T Nzix) = (9 Y(z;%): (2.31)

!Eine Zusammenfassung dieser Arbeit bietet der Artikel [Dob 02] vom selben Autor.
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2. Die Funktionalintegrale

de nieren.
Weiterhin sei der Randwert des Feldes 2 L mit o bezeichnet, also

o(X) = I;rlnoz (z;x); (2.32)

und © sei die Menge aller so de nierten o. Dann lat sich eine Darstellung t
der konformen GruppeSO(d+1;1) des RandesM 4 folgenderma en de nieren:

tg:=t(g):" ! (2.33)
mit »
-

(g 000 = 2L (g 10 (234)

Nun kennen wir wie angekindigt Intertwiner E und F zwischen den Dar-
stellungsraumenL und ~ einfuhren. Wir setzen:

E:L !

7! 0 mit O(X) = Iil;n()z (Z;X) (235)

bzw.

F:> I L
4

| ) (2.36)
07! mit  (z;x)=  diyK(z:x:y) oly)

Hierbei werden die speziellen Eigenschaften des Bulk-to-@®indary-Propaga-
tors K, also
( g+ MA)K(z;xy)=0 (2.37)
und
imz  K(zixy)= dx y); (2.38)
z!

wichtig. Durch diese wird erreicht, da wirklich in L  enthalten ist, und
auchE F =id gilt. Man erh alt namlich (formal gerechnet)

( g*+MA) @ZX)=( g+M?D) dYK(zZxy) oy)
7
= ddyf g+'V|£%)K(z;x;yg o(y)
=0 (2.39)
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und
Z

lim z (z;%) = lim z d%K (z;x;y) o(y)
zl' 0 2‘ 0

dlylimz K (z;%Y) ofy)
7 z!' 0

dl dx y) o(y)
o(x): (2.40)

2.4. Vorgehen in dieser Arbeit

Die Frage, die sich stellt, ist, ob Formel (2.27) auch &ér Tensorfelder beliebiger
Stufe gilt. Um der Lesung dieses Problems sther zu kommen, werden wir in
der vorliegenden Arbeit einen anderen Weg als in [DR02] eirgschlagen. Dies
geschieht, um die Bestimmung der Greenschen Funktioic zu umgehen, daG
i.a. aus gekoppelten Di erentialgleichungen bestimmt undmit Hilfe hypergeo-
metrischer Funktionen angegeben werden mu , was sehr mhselige Rechnungen
erfordert.

Statt von der Greenschen Funktion werden wir im folgenden va den recht
einfach strukturierten Bulk-to-Boundary-Propagatoren K bzw. H, ausge-
hen (die mit Hilfe der in [DR02] gezeigten und oben aufgefhrten Eigenschaf-
ten (2.22) gewonnen werden &nnen) und ihre relative Normierungc( ) bestim-
men, um (2.27) zuwuberprefen. Auf diese Weise kann das Ergebnis aus [DR02]
relativ leicht reproduziert und auch auf Tensorfelder erwdtert werden.

Anmerkung. Um Schwierigkeiten mit divergenten Integralen und Positivit ats-

probleme zu vermeiden, werden wir uns auf den Fall der in (242) angegebenen
Vorzeichenkombination der Propagatoren beschanken, d. h. wir werden z.B.

nicht K+ und H betrachten.
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3. Bestimmung der relativen
Normierung von H und K

Nach den einkihrenden Betrachtungen im letzten Kapitel soll es nun um die
Bestimmung des Proportionalitatsfaktors ¢ gehen, insbesonderedf den tensori-
ellen Fall. Wie in Abschnitt 2.4 schon erwahnt, werden wir folgende Vermutung
beweisen:

Vermutung 3.1.  Fur Tensorfelder zweiter Stufe gilt

o =2 . d (3.1)

Hierzu werden wir zunachst die (gemeinsame) Struktur der IntegralkerneK
und H. bestimmen?! Danach brauchen wir wir nur noch ihre jeweilige Normie-
rung zu berechnen, da sich nach (2.24b) der Faktoc durch Division der beiden
Normierungen ergibt (siehe auch Abbildung 3.1). Diese istdéir H, xiert durch
die Normierung der Greenschen FunktionG. , und fer K durch die Forderung,
da €K = gelten soll (vgl. 2.22). Das Symbol kennzeichnet hierbei die Kon-
tinuumsversion der Einheitsmatrix ,, die im wesentlichen aus -Funktionen
besteht. Wie jetzt der Limes e bzw. € und auch im Einzelnen aussehen, wer-
den wir in den jeweiligen Fallen sehen. Im folgenden werden wir immer die in
Abschnitt 1.2.2 einge®ihrten Koordinaten (z; x) benutzen.

3.1. Die gemeinsame Struktur von H und K

Wie oben angehkindigt werden wir in diesem Abschnitt versuchen, die gemein
same Struktur der Bulk-to-Boundary-Propagatoren H und K zu nden, wir
werden also beide Propagatoren bis auf konstante Faktoren dstimmen.

!Die Symbole G, H, K und stehen in Abschnitt 3.1 f ar G ,H , K bzw. , danach
jedoch ausschlie lich fur G+, H+, K bzw. ..
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3. Bestimmung der relativen Normierung vonH und K

Bestimmung der
gemeinsamen Struktur
von H: und K

Bestimmung der Bestimmung der
Normierung von H Normierung von K

Division der beiden
Normierungsfaktoren

Abbildung 3.1.:
Die einzelnen durchzueihrenden Schritte zur Gewinnung der relativen
Normierung ¢

Da H und K jedoch aus einer Greenschen Funktior hervorgehen, nussen
wir zuerst diese betrachten, wobei wirG im Gegensatz zu [DR02], wie im
letzten Kapitel schon gesagt, nicht exakt bestimmen werden; uns soll es hier
nur um den allgemeinen Aufbau gehen, den wirdr die Herleitung von H bzw.
K inklusive Normierung benetigen.

3.1.1. Notation und n wtzliche Relationen

Fur die folgenden Rechnungen de nieren wir folgende Symbole

Def. 3.1.

X; =2z bzw. x%:=2° (3.2a)
2 2
ANy ZZZ(OX x9 (wie in 1.2.2) (3.2b)
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3.1. Die gemeinsame Struktur vonH und K

22+ (x  x92

V= Izig!nozou = > (3.2¢)
>\év = @v X (3.2d)
= (3.2e)

2f z;0;1;::d  1g

Falls z° = 0 gesetzt wurde, wie im Falle vonv, so gelte auchx? = 0. Des
weiteren benutzen wir griechische Buchstabenefr Indizes, falls diese Werte

Mit Hilfe von
X X u
@U = % E z (33&)
1 (x x9 (x x9 u
@OuU= %0 "z g 2z (B3)

werden wir nun zuerst ein paar wichtige Relationen &r die AdS-invariante
Gre e u herleiten:?

Satz 3.2. Es qilt:

DuDu=u(u+2) (3.4a)
DDu=g (u+1l) (3.4b)
DDu=(d+1)(u+1) (3.4c)

P
Beweis. Zu (3.4a): Mit (Xﬁz)‘i = 2 erhalt man:

DuDus= x_x) u . x_x) 4,2 ,
220 z20 z
CL,u? _uiz 9 X (x x92
TP g T Y T
=uu+2) 3

2\Weitere nwtzliche Relationen fur u nden sich in [DFM * 99]. Diese werden im folgenden
jedoch nicht benetigt, da wir gr e tenteils mit v arbeiten werden. Jedoch lassen sich aus
den Formeln nach Einschrankung auf die Bulk-Indizes bei den gestrichenen Koordinaten
auf Grund von lim o ¢z% = v die Formeln aus Satz 3.3 herleiten (siehe hierzu auch
Beweise #ir die Formeln (3.6a) und (3.6d)).
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Zu (3.4b): Diese Gleichung erhalten wir aus Formel (3.3a) ud dem Ausdruck
fur das Christo elsymbol (A.2):

DDu=
= @@u @u
1 (x x9 (x x9 u
T 220 7220 *? 20 Y2z
1z 2° u (x x9 (x x9 4ol
z 220 z zz20 ¢ zz20 ¢ z 0z
1 z 2° u
= — R +
220 7270 z2
=g (u+l) 3
Zu (3.4c): Folgert durch Kontraktion direkt aus (3.4b). O
Weiterhin ergeben sich mit
(x x9 v
= — - 7 3.5a
W z z % (3.52)
@w = i w o, o w o z) (3.5b)

die folgendenau erst nutzlichen Identit aten, die die smteren Rechnungen um
einiges vereinfachen werden:

Satz 3.3. Es gilt:

Dv Dv=V? (3.6a)
Dv D@ =v@v (3.6b)
D@ D@v= j+@ @v (3.6c)
DDv=g v (3.6d)
DDv=(d+1)v (3.6e)
DDDv=D v (3.6f)

Beweis. Zu (3.6a): In diesem Fall benutzen wir das analoge Ergebnis3(4a)
fur u:

Dv Dv=1lm z%D u D u=lim (z%u?+2z%)= v?3
z% 0 z9 0

44



3.1. Die gemeinsame Struktur vonH und K

Zu (3.6b): Fur diese Formel brauchen wir nach einer kleinen Umformung nu
die gerade bewiesene Relation (3.6a) zu benutzen:

Dv D@=:i@dD v Dv)= i@?=v@ 3

Zu (3.6c): Hierbei hilft uns die weiter oben gezeigte Forme(3.5b) fur @w
wenn wir die Relation @ = w; beachten:

X
D@ D@v= (i w2); W)
= j+@ @vs

Zu (3.6d): Wie oben kennen wir zum Beweis dieser Formel auf das entspre-
chende Ergebnis (3.4b) ér u zuruckgreifen:

DDv=Im zD Du=lIm (zZU+z%=g v3
z0 0 z0 0

Zu (3.6e): Ergibt sich durch Kontraktion aus (3.6d). Altern ativ erhalt man
das Ergebnis nawrlich auch aus (3.4c).

Zu (3.6f): Die geweinschte Identitat ergibt sich sofort bei Benutzen der Kom-
mutatorrelation (A.31) und anschlie endem Anwenden von (3.6e):

DDDv=D DDv dD v
=(d+1)D v dD v
=D v3

3.1.2. Skalarer Fall

Die zu betrachtende Distribution G(z; x; z° x‘b ist eine Greensche Funktion der
Klein-Gordon-Gleichung:

( g+ MAG(EZx25x) = 6 (z 29 x X9 (3.7)

Diese Gleichung lautete im diskreten FallAG = , wobei wir im folgen-
den mit A auch den Klein-Gordon-Operator 4+ M 2 bezeichnen. (Auch im
vektoriellen und tensoriellen Fall werden wir den entsprebenden Di erential-
operator A nennen.)
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Wie sieht nun diesesG aus? Um diese Frage zu beantworten erinnern wir uns,
da eine Greensche Funktion invariant unter der Isometrieguppe des Raumes
ist. G mu also invariant unter SO(d + 1;1), der Isometriegruppe des AdS-
Raumes sein. Wie in Abschnitt 1.2.2 ervahnt, ist

(z_ z)?+(x x9?

cv. 50 L0 —
u(z; x; 2% x9 5750 (3.8)

AdS-invariant. Wir k ennen alsoG als eine Funktion von u ansetzen:
G(z;x;2%x9 = f (u(z; x; 2% x9) (3.9)

Nun haben wir von G den RandlimeseG zu bilden. Es stellt sich hier die
Frage, wie e im kontinierlichen Fall sinnvoll zu de nieren ist. Nehmen wir ein-
mal an, wir werden einfach die z-Koordinate gegen 0 gehen lassen, um den
Randwert zu bilden, alsoe = lim ;1 o setzen. Nehmen wir des weiteren an, eine
in z = 0 zweimal nach z stetig di erenzierbare Funktion ' ="' (z;x) erfulle die
Klein-Gordon-Gleichung, d. h.

( g+ M?) (z:%) =
!

— Zl+d@zl d@ ZZ @+ M2 [ (Z;X)
i=0

y(l
d 1)z@ z°d z2 @+M?'(z;x)=0: (3.10)

i=0

Dann bekommen wir wegen lim; ¢z°P@' (z;x)=0mit n=0;1,2und@ =id
fur p > 0 durch Bilden des Limes aus dieser Gleichung

M Zli'mo' (z;x)=0 (3.11)

und somit M = 0 oder lim, o' (z;x) = 0. Wir erhalten folglich f er den Fall
M 6 0 immer Null als Randwert.

Da wir aber auch Randwerte ungleich Null haben wollen, ist de normale
Limes lim, o nicht geeignet, um far Lesungen der Klein-Gordon-Gleichung
einen Randwertbegri zu de nieren. Der , Trick\ besteht nun darin, stattdessen
einen skalierten Limes zu de nieren, d. h. wir multiplizieren unsere Funktion'
zuerst mit einer Potenz von z und bilden dann erst den Limesz gegen 0:

"o(x) = €' (z;x) = Izimoz " (z;%) (3.12)
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3.1. Die gemeinsame Struktur vonH und K

Fuer ein geeignet gewhltes > 0 sollte dieser Limes das Abfallverhalten dr
z gegen 0 in einer Art und Weise aufheben, da sich dr ' o eine Funktion
ungleich der Nullfunktion ergibt. Um dieses zu bestimmen b etrachten wir
die Klein-Gordon-Gleichung fer kleine z und machen einen l®sungsansatz der
Form ' (z;x) = A(X)z , also:

9@zt ‘@+ M2 A(x)z =0 (3.13)
Hieraus ergibt sich ( d) = M 2. Es existieren also zwei Mglichkeiten fer :
r
d d?
= —+ M2 3.14
2 4 ( )
(Insbesondere gilt also ; + = dund + = M?2) Wir mussen

folglich e aus dem diskreten Fall durch die Vorschrift lim,a o z° ersetzen.

Des weiteren folgert, da der Lesungsraum der Klein-Gordon-Gleichung in
zwei Teile zer#llt, die durch das Randverhalten de niert sind. Entsprechend
gibt es auch zwei Greensche FunktiorG mit dem Randverhalten z . Wir
bilden also den Limes limo ¢ z° von unserem Ansatz #r G (bzw. G ); das
Ergebnis bezeichnen wir mitH

H (z;x;x9 := Izi(glnoz0 f (u(z; x; z%x9) (3.15)

Da u und damit G = f u eine homogene Funktion von Ordnung O ist, mu
unser gesuchtedH ebenfalls homogen sein, allerdings durch den AdS-Limes

nicht mehr von Ordnung 0, sondern von Ordnung . Dies ermeglicht uns,
folgenden Ansatz zu machen:
H (z;x;x%= v (3.16)

Die Gree 2 st hierbei die spater noch zu bestimmende Konstante.

Aus dem diskreten Fall wissen wir, da H die Klein-Gordon-Gleichung ,, auf
dem Bulk\ lest (E? AH = 0, wobei E? die Projektion auf den Bulk war).
Was bedeutet dies im kontinuierlichen Fall? Um diese Frage a beantworten,
notieren Wzir (3.7) mit Hilfe von Testfunktionen f :3

8f : dzddprG (Z; 528Xy g+ MAF(z;x) = f(28x9 (3.17)

3zur Begrundung dieser Darstellungsweise siehe Anhang D. Hierbei sind wir (im Gegensatz
zu dem, was Anhang D evtl. impliziert) auf Grund des Abfallve rhaltens der Greenschen
Funktion nicht auf Testfunktionen angewiesen, die f ur z gegen 0 verschwinden. (Dies gilt
auch fur den vektoriellen und tensoriellen Fall.)
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3. Bestimmung der relativen Normierung vonH und K

Bilden wir nun den Randwert, d.h. wenden wir lim,o oz° an, so ergibt
sich:
Z
8f : dzdiz 1 9H (z;x;xO( g+ Mf(z;x) = g&nozo f (2% x9
(3.18)
Wir sprechen nun davon, da H die Klein-Gordon-Gleichung auf dem Bulk
lost, wenn die Relation (3.18) #r alle Testfunktionen mit dem Randwert O
erfullt ist. In diesem Fall ist die rechte Seite von (3.18) also deich Null (, ho-
mogene\ Bedingung anH ). Da dies tats achlich der Fall ist, zeigt auch der
folgende

Satz 3.4. Der Bulk-to-Boundary-Propagator H = v lost die Klein-Gordon-
Gleichung bzgl.M auf dem Bulk.

Beweis. Die (formale) Rechnung gestaltet sich nun mit Hilfe der zu Beayinn
gezeigten Relationen (3.6a) und (3.6e) sehr einfach:

DDv = [ (+1) v 2Dv Dv+v DDV
= [ (+1) v &%+v  Yd+1)v]
= M2y (3.19)
Hierbei haben wir die Relation ( d) = M2 ausgenutzt. O

Anmerkung. Hier und bei den noch folgendemahnlichen formalen Rechnungen
sollte immer im Hinterkopf behalten werden, da die Gleichungen fer Testfunk-

tionenraume gelten, deren Elemente einen verschwindenden Randvtdresitzen.

Wir kennzeichnen dies durch die Floskel,auf dem Bulk\.

3.1.3. Vektorieller Fall

Wieder beginnen wir mit einer Betrachtung der Greenschen Faktion, die dies-
mal die Form eines Bivektors hat:

A G (zxz%x%=g P (2 z29 9x  x9 (3.20)
mit

A =( DD +M?%g +aD D (3.21)
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3.1. Die gemeinsame Struktur vonH und K

bzw.
A = (DD +M?%»)+aD D (3.219

Die Greensche Funktion im Vektorfall G (z;x;zQ, x() besitzt eine kompli-
Ziertere Struktur als die im skalaren Fall: Um den (Bi-)Vekt oraspekt einzu-
bringen, stehen uns zwei Mglichkeiten zur Verfegung. Zum einen lennen wir
Terme der Form @ @u, zum anderen der Art @u @u benutzen. Beide sind
AdS-kovariant (sowohl bzgl. der gestrichenen als auch der ngestrichenen Ko-
ordinaten). Es ist zu beachten, da Terme, in denen:::D D :::u oder auch
:::D iiu D iiiuvorkommt, auf Grund der Formeln (3.4a) und (3.4c¢) (so-
wie der entsprechenden Kommutatorrelationen) in diesen bielen Ausdrecken
enthalten sind. Gleiches gilt fur den noch zu behandelnden tensoriellen Fall.

Wir k ennen also #r die Greensche Funktion ansetzen:

G (u)= f1(u)@@u+ fr(uy@u Au (3.22)

Dies ist die allgemeinste Form eines AdS-invarianten Bivetors.

Wieder stellt sich nun die Frage, wie der Randlimes zu bildenist. Da der
zu betrachtende Di erentialoperator zusatzlich zum Klein-Gordon-Operator

D D + M? auch noch einen zweiten Term, mmlich aD D , enthalt, er-
warten wir, da das Abfallverhalten der L esungen der Di erentialgleichung
nicht , einheitlich\ wie im skalaren Fall ist (Aufspalten des L esungsraumes in
zwei Teile!). Entsprechend wird auch ein AdS-Limes, wie im wrherigen Ab-
schnitt verwendet, problematisch sein. Wir umgehen diese &wierigkeit, indem
wir bei der Betrachtung der Greenschen Funktion den Raum derTestfunktio-
nen auf die divergenzfreien einschanken. Dies hat zur Folge, da dera-Term
des Di erentialoperators wegfallt, und auch die Greensche FunktionGY auf

einen, nach Satz 1.1 gegebenen, divergenzfreien Ant€d¥ = G G® mit
G® = 2D D G reduziert werden kann:
Gleichung (3.20) lautet mit Hilfe von Testfunktionen geschrieben?
VA
8f :  dzdP 9G (z;x;2%x% f (z;x)=f (2%x9 (3.23)

Betrachten wir nur divergenzfreie Testfunktionenf , so ergibt sich durch Aus-
nutzen der Divergenzfreiheit und mittels partieller Integration (bzw. genauer

“Die Bedeutung des Symboles'A wird in Anhang D erl autert.
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3. Bestimmung der relativen Normierung vonH und K

Satz von Stokes, siehe Anhang D):
8f :f (z%x9=
1 @)
= dzd™%Pgc @x2%xY D D + MAf (z:%)

Z

R dzddxpﬁ( DD + MG (z;x;2%xY + G® (z;x;2%xHf (z:%)

(3.24)

Der zweite Summand ist auf Grund der Divergenzfreiheit der TEestfunktionen
identisch Null:

z
dzd%Pg( D D + M?)G® (z:x:2%x9f (z:%) =
z

= dzdx’gD (DD +M2 d:LED G f (z:%)

20 (3.25)

Hierbei haben wir die Kommutatorrelation (A.36) benutzt.

Wir m ussen also allein nur nochGY und den Klein-Gordon-Operator bzgl.
der MasseM betrachten und kennen folglich auch einen AdS-Limesquivalent
zum letzten Kapitel benutzen. Analog zum Skalaren erwartenwir zwei, sich
durch ihr Randverhalten unterscheidende Mpglichkeiten GY.  fur diese neue
Greensche Funktion.

Um dieses Vorgehen noch einmal anders zu motivieren, betrbten wir den
Beweis des schon einmal ershnten Satz 1.1. Fehrt man die dortigen Rechnun-
gen statt fur Leosungen der Di erentialgleichung fur eine Greensche Funktion
durch (d. h. ersetzt man die Null durch die entsprechenden -Terme), so kommt
man zu folgenden Ergebnissen:

(DD +M?)G" = :2-DD +g (3.26)
D GY = gD (3.27)
Hierbei ist := 191—g (z 29 9x x9 und, wie oben schon de niert, G =

GY +G° mitG® = 52D DG
Wir sehen also auch hier, da die Distribution GY bzgl. dem Raum der
divergenzfreien Testfunktionen einer Greenschen Funktio des Klein-Gordon-
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3.1. Die gemeinsame Struktur vonH und K

Operators D D + M? entspricht. Wir de nieren Hj nun als den AdS-

Limes lim,o oz® von GY . Es ergibt sich aus DG" = 75D , da
H; auf dem Bulk divergenzfrei ist.

Beim gerade eingafhrten AdS-Limes ist die Bezeichnung von 1 far den
Exponenten (statt wie im Skalaren) dadurch begendet, da so der

Skalendimension der Randfelder entspricht. Dies ergibt sh aus der Tatsache,
da die Greensche Funktion homogen von Ordnung 2 sein mu (da die Metrik,
die mit den -Termen multipliziert wird, diese Homogenitat besitzt), und somit
die Zweipunktfunktion . =lim 5 oz? limy oz& GY ;; homogen von
Ordnung 2 ist.

Es ist au erdem zu beachten, da wir vor Ausfehrung des Limes eine Projek-
tion PO auf die Bulk-Komponenten G; der gestrichenen Koordinaten durch-
zufehren haben, da wir bei der Limesbildung diez-Koordinate verlieren werden.
Es gilt also:

H. =eG. =lmz2* P%G. (3.28)

z0 0
Im Gegensatz zum skalaren Fall werden wir  erst weiter unten aus der
Forderung bestimmen, da H; die Klein-Gordon-Gleichung lesen soll.
Wir k ennen nun, ausgehend von Gleichung (3.22), schreiben:

Hi (v) = fivy@@v+ fz(v)@v @v (3.29)

Da { wie oben schon ervahnt { die Greensche Funktion homogen von Ord-
nung 2ist, mu H; folglich eine Homogenitt von Ordnung 1 haben.
(Der Limes andert die Homogenitat um 1 .) Unter Beachtung dieser For-
derung erhalten wir schlie lich (wobei im folgenden auf das verzichtet wird)

Hi (zixx%= v @@ v '@v @v (3.30)

als gemeinsamen Ansatzefr die Bulk-to-Boundary-Propagatoren H und K .°
Unser Ziel ist es nun, den Zusammenhang zwischen und » zu bestimmen.

Satz 3.5. Esseid+1 6 0. Der Bulk-to-Boundary-Propagator H; ist
genau dann auf dem Bulk divergenzfrei, d. h. es gilt

8j2f0;1:::;d 1g:D Hj(z;x;x():O; (3.31)
wenn 1 = 2 gilt.

®Das Minuszeichen wurde benutzt, um Bbereinstimmung mit [DR02] zu erzielen.
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3. Bestimmung der relativen Normierung vonH und K

Beweis. Ausgehend von (3.30) ergibt sich mit Hilfe von (3.6a), (3.60) sowie
(3.6e):
DH; =
= 4 v v @@+v D @@y
Jf (+1) v Dv @ @v+v 'D @v @v+
+v '@dv D @v]

= (1+ 2(d+1 ) v @v (3.32)
Der Bulk-to-Boundary-Propagator H; ist also im Falle d +1 6 0 genau
dann divergenzfrei, wenn ; = gilt. O

Der Wert der Potenz | at sich nun bequem aus der Tatsache herleiten,
da H; die Klein-Gordon-Gleichung lest:

Satz 3.6. Der Bulk-to-Boundary-Propagator H; lest die Klein-Gordon-Glei-
chung bzgl. der MasséM auf dem Bulk genau dann, wenn( d 1=M?

gilt.
Beweis. Erneut starten wir mit (3.30). Aus Gr einden der®bersichtlichkeit wen-
denwir D D getrennt auf die beiden Summanden an, wobei wir bei den Rech-
nungen die Relationen (3.6b), (3.6d), (3.6e), (3.6f) und (319) benutzen. Fer
den ersten Summanden ergibt sich hiermit

DD(v @@v)-=

=( 2 d+1) v @@v 2 v ‘@v ev (3.33)

und fur den zweiten Summanden bekommen wir

DD (v '@v @v)=

=( %2 2 d v 1!'@v @ev+2v @@v: (3.34)
Einsetzen dieser Ergebnisse in die Klein-Gordon-Gleichum liefert die Behaup-
tung. ]
Wir haben also die Skalendimension der Randfelder zu
r
d d?
= — —+M2+1 .

> 7 (3.35)

bestimmt.
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3.1. Die gemeinsame Struktur vonH und K

3.1.4. Tensorieller Fall

Wie gehabt gehen wir von der Greenschen Funktion aus. Zu be#chten ist die
Gleichung

A G (zxz%x9%=9g g "9 @z 29 9x x9 (3.36)
mit
A =( DD +M?%»g g +ag DDg +
+bD Dg +9g DD )+ (3.37)
+cD Dg +D Dg )+eg g
bzw.
A =( DD +M? +ag DDg +
+bDDg +g DD )+ (3.3
+¢D D +D D )+eg g
Die Greensche FunktionG mu die AdS-invariante Form
X
G = fi(u)§i; u (3.38)
i
besitzen, wobei dieB;; alle meglichen Operatoren sind, die aus kovarianten

Ableitungen nach den gestrichenen oder den ungestrichendftoordinaten sowie
g bzw.g? erzeugt werden lennen. Genauer bestehen folgende #lichkeiten

fur B  w
D D° D D°u+D D% D D%
g D% DCu
g ¢
Du Du D% D%
Du D D% D%+D u D D% Du+
+D u D D% D% +D u D D% D°
DuDu ¢
D D u D°D%
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3. Bestimmung der relativen Normierung vonH und K

Folgende Terme mussen hierbei nicht direkt vorkommen, da sie auf Grund von
Gleichung (3.4b) in entsprechenden Termen mitg bzw. ¢° enthalten sind:

DDu ¢

DDOy

D u D% DO

u D u D°D%u

D D% Du+D D D% D%
u D D°D°u+D u D D°DCu
D D°D%

O U O O U @«

Wie im vektoriellen Fall schranken wir den Raum der Testfunktionen ein,
um die Wahl des Limes eindeutig zu machen: Wir werden im folgeden nur
noch spur- und divergenzfreie symmetrische Testfunktione betrachten. Dies
hat zur Folge, da { analog zum vektoriellen Fall { wir nur noc h den Klein-
Gordon-Operator bzgl. der MasseM und den nach Satz 1.2 gegebenen spur-

und divergenzfreien Anteil G°. der Greenschen FunktionG . zu be-
trachten brauchen. Wir de nieren H . j folglich als den Limes lim,o 022
von GC; i d.h.
H.; =e G°. =lim 22 P%G°. (3.39)
' ' z9 0 '

wobei P° wieder die Projektion auf die Komponenten der gestrichenerBulk-
Koordinaten ist, und wir erst spater bestimmen werden. Durch die De-
nition des Limes wird auch hier { wie im vektoriellen Fall { e rreicht, da

2 der Homogeni®t der Zweipunktfunktion entspricht. Ebenfalls analog
zum vektoriellen Fall ist H j auf dem Bulk spur- und divergenzfrei.

Nutzt man wie im letzten Abschnitt die Homogenitat und zusatzlich die
Symmetrie von H j aus, und beachtet man, da ¢° zu j wird, so kommt
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3.1. Die gemeinsame Struktur vonH und K

man auf folgenden Ansatz (wobei wir ab jetzt wieder das weglassen):
Hi (z;x;x9=

= v (@@ @dv+ @dv @dv)+

+ v g @ @v+
+ 3v g j+t
+ 4w H@v @@ @v+ @v @@ Qv+ (3.40)

+@v @@dv @v+ @v @@v @)+
sV ‘@v @v @ @v+
V2@V @V

Die Divergenz- und Spurfreiheit von H j hilft schlie lich bei der Bestim-
mung der Parameter ;:

+

+

Satz 3.7. Es seid+3 6 0. Der Bulk-to-Boundary-Propagator H j ist
genau dann auf dem Bulk divergenz- und spurfrei, d. h.

8ij 2f0;1;:::;d 1g:DHy =0 ~ Hy =0; (3.41)

wenn

2=0; 3= 21 4= 1 5=21 =31 (3.42)
gilt.

Beweis. Wieder machen wir intensiven Gebrauch von den in Satz 3.3 agkli-
steten Formeln sowie Gleichung (3.19). Das Ausrechnen dergsr und der Di-
vergenz vonH j , gegeben durch Gleichung (3.40), erweist sich hiermit zwar
immer noch als verteltnisme ig langwierig, aber einfach. Man erhalt schlie lich

H o =[2 1+(d+1) 3+ elv j +[2 1+(d+1) 2+4 4+ sv @ @v
(3.43)
fur die Spur und

DHij =

=[(d+2 ) 1+ A+ v (@ @@v+ @v @@+

+[ 2+(+2d 2) 4+(d+2 ) sv  '@v @ @v+ (344)
+[ 3+2 4+(d ) v t@v
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fur die Divergenz.

Lesen des sich bei Nullsetzen der beiden Ausecke ergebenen Gleichungs-
systems liefert unter der Bedingungd + 3 6 0 das oben angegebene Er-
gebnis. O

Schlie lich bestimmen wir noch die Potenz :

Satz 3.8. Der Bulk-to-Boundary-Propagator H j; lest genau dann die Klein-
Gordon-Gleichung bzglM auf dem Bulk, wennM 2 = ( d) 2 qilt.

Beweis. Mit Satz 3.3 und Gleichung (3.19) kennen wir ausgehend von (3.40)
recht einfach D D H j bestimmen. Man erhalt nach langeren Rechnungen
folgendes Resultat:

DDHj =
=[( 2 d+2) 1+44v (@@ @dv+ed @@+
+[4 1+( 2 d  4+2 d+4) 2+8 4+2 5lv g @ v+
*2 2+( 2 d+2 d+1) 3+2 6lv g j+
*L 2 1+( 2 d 242 4+2 v
@ @d G+ @v @d G (3.45)
+@v @@v @+ @v @@v @+
+[ 8(+1) 4+( > d 4 6 v ‘@v @v @ @v+
+[s+( 2 d 2d 2 gv *@v @V j

Das aus der Forderung DD H j = M2H j resultierende Gleichungssy-
stem liefert mit den im vorherigen Satz bewiesenen Relatioen fer die ; sofort
die Behauptung. (Hierbei ist oenbar wberbestimmt, jedoch ergeben sich
keine Widerspreche.) O

Die Skalendimension der Randfelder ist also im tensorielle Fall gegeben

durch r

2
- d dz+ M2+2: (3.46)
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3.2. Normierung von H

In diesem Kapitel soll die Normierung von H bestimmt werden { wieder fer
den skalaren, den vektoriellen und den tensoriellen Fall. Vif werden das prin-
zipielle Vorgehen austihrlich im skalaren Fall beschreiben; der vektorielle und
der tensorielle Fall gestalten sich analog, so da wir in derentsprechenden Ab-
schnitten speziell auf die Besonderheiten eingehen werdamd ansonsten auf
gre ere Erklarungen verzichten lennen.

3.2.1. Skalarer Fall

Die Normierung von H ist bestimmt durch die Normierung der Greenschen
Funktion G, wobeiH wuber den Grenzwertproze

I(i)'moz0 G(z;x;z%x9 = H(z;x;x9 (3.47)
z¥!

aus G hervorgeht. Um die Normierungskonstante von

z
H(Z,X,X(b - m (348)
zu bestimmen, gehen wir von der de nierenden Gleichung
( o+ MAGEX2%x)= gpf (2 29 Yx X9 (3.49)
p

=1= g

der Greenschen FunktionG aus, die auséhrlich mittels Testfunktionen notiert
Z

8f : dzddxpﬁ G(z;x;2%x9( g+ M?)f(z;x) = (z%xH (3.50)

lautet. Bilden des Randwertes, d.h. Anwenden von lima ¢z° , ergibt:
Z

8f : dzdiz ! H(zZ;x;xY( g+ MAf(z;x) = Ii(r)lnoz0 f(z%xY (3.51)
%

Um bestimmen zu kennen, neissen Testfunktionenf betrachtet werden, de-
ren Trager auch den Rand umfat, was meint, da lim, ¢z f(z%x9 6 0.

Anderenfalls (also wenn Testfunktionenf mit dem Bulk als Tr ager verwendet
werden, d.h. limyo 0z° f(z%x% = 0) wurden wir an H nur die Forderung
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stellen, da es die Klein-Gordon-Gleichung auf dem Bulk bst, eine Tatsache,
die auf Grund der dann auftretenden Null auf der rechten Seie der Gleichung
bei der Fixierung von nicht weiterhilft. Wir setzen

f(z;x)=z f(x x9; (3.52)

wobei f~ selbst eine Testfunktion sei. Mit diesenf ergibt sich:
Z

8 dzdiz ! H(z;x;xY( 4+ Mz Fix xY= 170) (3.53)

Nun berechnen wir die Wirkung des Di erentialoperators ¢+ M?2 auf die
Testfunktionen:

( g+*+M?z gix x)=
1

( 2@zt ‘@ 22 @+ MHz gix xH

i=0

K 1
Tl L g 7 @M
=M 2
= z'2 49(x x9 (3.54)

Wir bekommen hiermit und mit (3.48) als Bestimmungsgleichung ferr die Nor-
mierungskonstante also

Z

8f~: dzdixz** d z

z2+(x x92

Af(x x9=170): (3.55)

Unsere Aufgabe ist es also, das Integral zwken. Hierzu #thren wir folgende
Substitution durch:

- 22 +
2= o2 (3.56)
Es qilt also
1
z oz )
Zix X2 - zr i) x9 (3.57)
und )
z* ddz= 1z Djx  x§*2 ddz (3.58)
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wobei wir jx  xY statt P (x  x92 geschrieben haben. Hiermit wird das Integral
aus (3.55) zu

Z
d,,+1 d Z
dzd% z 7 X X 4f(x  x9
Z Zé
= dzdix 1z2( Djx x§*2 d T X x§ 4fix x9
Z .4 ~ ¢ Z
= dzm dix x9jx x92 Y4 f(x  x9; (3.59)
Mit (C.5) und (C.9) ergibt sich nun
z z
dzd%z* ¢ ——— = a4f(x xY=

z2+(x x92
(+1 (g 1 4
2() (9 1
22(+1 9
0 ’
womit wir aus (3.55) die gesuchte Normierung vonH erhalten:

(+1 %)

0
O

, = (3.61)
2 2(+1

d

2

(3.60)

[N][=%

2

0) = 0)

[NE=%
NI
~

3.2.2. Vektorieller Fall

Um die Normierungskonstante vonH ; zu bestimmen, betrachten wir analog
zum skalaren Fall die Gleichung

A G (z;x;2%x9=g 29 @z 29 9x x9 (3.62)

mt A = ( DD + M2+ aD D : Mit Hilfe von Testfunktionen f ge-
schrieben gilt also:
Z

8f dzddxpﬁG (z;x;2%*x9A f (z;x)= f (2%x9 (3.63)

59
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Betrachten wir nur divergenzfreie Testfunktionen f , so ergibt sich nach Ab-
schnitt ?21.3

8f dzddxng" (z;x;2%x9 DD +M?f (z;x)=f (z2°%x9Y (3.64)
mit GY =G %D D G .Im selben Abschnitt haben wir den Bulk-
to-Boundary-Propagator eber

Hi(z;x;x9 = Ii&noza GY (z;%,2%x9 (3.65)
A

de niert. Wenden wir also den AdS-Limes lim,o ¢z&  (nach Projektion auf
die Bulk-Komponenten) auf obige Gleichung (3.64) an, so bekmmen wir fol-

gende Forderung, dieH ; erfullen mu :
Z

8f dnﬂxngj(zxm%([>D +nA%f(zx):nmozm fi(2%x9
z¥!
(3.66)

Analog zum Skalaren schanken wir nun den Raum der benutzten Testfunktio-
nen weiter ein auf diejenigen divergenzfreien Testfunktiaen, die die Form

f (zx)=z T (x x9 (3.67)

besitzen. Die rechte Seite der Gleichung (3.66) wird somit iz fj(0). Mit Hilfe
des folgenden Lemmasat sich nunauch D D f und die restliche Auswertung
des Integrales stark vereinfachen.

Lemma 3.9. Eine di erenzierbare Vektorfunktion f : * d d*1 quf
dem AdS-Raum besitzedfr alle die Form (3.67) mit 2 nfl;dg. Dann
sind folgende Aussagemquivalent:

(i)

Df =0 (3.68)
(ii)
% 1
7=0 N f3=0 (3.68i)
i=0
(iii) X
@f =0 (3.68 iii)
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3.2. Normierung vonH

Beweis. Wir zeigen zuerst die Aquivalenz zwischen (i) und (ii). Hierzu geben
wir zuerst die Divergenz der Funktion f auf eine geeignete Art und Weise an.
Mit Gleichung (A.3d) bekommen wir:

D f :gé@f f)
=z2 @f z(d f,: (3.69)

Nutzt man nun die Form (3.67) von f aus, so kann man hiermit ohne Umwege
die behauptete Aquivalenz zeigen:

Df =0
X
Lz @f =(d 1,

% 1
(0 Dz M3+z T=(d 1z i3

.z T=(d ) f3 ()

Der letzte Schritt ist dadurch begrendet, da die f~ unabhangjg von z sind.
Gleichung () kann also nur genau dann &r alle z gelten, wenn ﬂzol @fxk=0
und f, =0 (da d 6 0) gegeben ist.

Analog zeigt man die Aquivalenz zwischen (ii) und (iii) (wobei 1 60
benutzt wird):

X
@f =0
g(l
. ( Dz *fy+z 1 ~=0
i=0
1
, Z =1 ) f7
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3. Bestimmung der relativen Normierung vonH und K

¥ 1
, @i=0 "~ fz=0
i=0
]
Es ergibt sich mit Hilfe dieses Lemmas und (A.9):
(DD +M)f =
=g ( DD + M?f
h X1 X
=g 724 @z Y@t 22 @f +2z@f, 2z, @f +
||:0
+d +(d 1) ;f,+ M
1
=g Zd 1@23 d@ Z2 @+d+MZZ lf~
i=0
h X 1 i
=gz Y ( 1 d+1) 2 @+d+M?f
i=0
— g Z+l 4 f (370)
Hierbei wurde im letzten Schritt ( 1)( d+1)= M?2+ dbenutzt.
Setzen wir (3.;0) in Gleichung (3.66) ein, so erhalten wir
8f : dzd'xz “H ;(z;x;x%4 F (x  x9= f7(0): (3.71)

Die Berechnung des Integrales berqget nun keine @reren Probleme mehr,
wenn man ausnutzt, da f3 = 0 und id:Ol @f7 = 0 gilt, und dieselbe Substi-

tution wie im Skalaren, also z:= i—i durchfehrt. (Die genaue Rechnung ndet
sich im Anhang in Abschnitt B.1.1.) Wir bekommen:

2 D(+1 9

~ . +1 ~ —
8fj . 2 1) f7(0) = f7(0) (3.72)
Die gesuchte Konstante haben wir somit zu
=2 1 (+1) (3.73)

[NI=%

( 1(+1 9

bestimmt.
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3.2. Normierung vonH

3.2.3. Tensorieller Fall

Zu betrachten ist die Gleichung
A G (zx2°x9=g g %9z 29 9% x9: (3.74)

mit A wie in Formel (3.37) angegeben. Mit Testfunktionenf  geschrieben
hei t dies:
Z

8f dzddxpﬁG (z;x;2%x9%  f (Zx)=f (*xY (3.75)

Analog zum vektoriellen Fall schranken wir den Raum der Testfunktionen auf
die divergenz- und spurfreien symmetrischen Funktionen i, vollziehen also
den Ubergang zur Greenschen FunktionG® . der Klein-Gordon-Gleichung
bzgl. der MasseM (vgl. Abschnitt 3.1.4), und bilden den AdS-Limes durch
Anwenden von limyo ¢ z%

Z

sf . dzdixP

gH i Zxx9% DD +M?f (z;x)= Iiglnoz(2 fi (22x9
z>
(3.76)
Des weiteren sollen die Testfunktionen nun die folgende Fon besitzen:

f (z;x)=z °F (x x9 (3.77)

Dies hat zur Folge, da der Grenzwert lim,o ¢z® fj (z%x9 existiert, und
weiterhin wird analog zum vektoriellen Fall die Berechnungdes Integrales auf
Grund des folgenden Lemmas sehr viel einfacher:

Lemma 3.10. Eine di erenzierbare, symmetrische und spurfreie Tensoriink-
tion f : * d+1 1 41 zuf dem AdS-Raum besitzefr alle  die Form
3.77) mit 2 nf2;d+1g. Dann sind folgende Aussagemquivalent:

(i)
Df =0 (3.781)

(i)
@7 =0 ~ f3 =0 (3.781i)
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3. Bestimmung der relativen Normierung vonH und K

(iii) X
@f =0 (3.78 i)

(Anmerkung: Auf Grund der Symmetrie der f sind die Aussagen(i) bis (iii)
auch nochaquivalent zu den entsprechenden Aussagen mit vertauschténdi-
zes.)

Beweis. Der Beweis huft ganz analog zum vektoriellen Fall (Lemma 3.9) ab:
Auf Grund der Spurfreiheit der zu betrachtenden Funktion f erhalten wir

g f =z, 2 ; )f =0:
Mit Hilfe von (A.3d) f ehrt dies zu folgendem Ausdruck #ir ihre Divergenz:
Df =g )g@f f f)

=z> @f (d 1)zf,

Hiermit k ennen wir, wenn wir die spezielle Form (3.77) der Funktionf aus-
nutzen, folgern:

Df =0
X
Lz @f =(d )zf,

, (0 2z My +z Y @ =(d 1z %

, z @7 =(d +1) f37
% 1
, @7 =0 ~ f; =0
i=0
Hierbei wurde zum Schlu 6 d+1 gebraucht. Wir haben also die Aquivalenz
zwischen (i) und (ii) erfolgreich bewiesen.

Es bleibt noch, die Aquivalenz zwischen (ii) und (iii) zu zeigen. Diese ergibt
sich mit Hilfe von 6 2 aus folgenden Umformungen:

@f =0
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3.2. Normierung vonH

¥ 1
. (0 2z Mz +z 2 @ =0
i=0
¥ 1
, Z T =2 ) f3
i=0
K 1
, @7 =0 ~ f; =0
i=0
]
Mit Hilfe dieses Lemmas bekommen wir nun:
(DD +M>»f =
=g g (DD +M?»f
h ¥ 1
=g g %@ ‘@ 2 @ +
x '™ X
+2z(@f ; + @f ;) 2z @ + , @f +
+2(d Df +(d+1)( fz+ 2f2)
i
5, 2 fu+ M
h X 1 i
=g g %@ 22 @+2(d 1D+M?z
i=0
h X 1 i
=g gz %2 ( 2(+2 d z2 @+2(d 1)+M?f
i=0
= g g z 4f (3.79)
Hierbei wurde zum Schlu der Rechnung
( 2)(+2 d)= M?+2(d 1) (3.80)
benutzt. Mit diesem Ergebnis wird (3.76) zu
VA
8f~ dzdixz * ™ H U (z;xx%4 F (z;x) = 5 (0): (3.81)
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3. Bestimmung der relativen Normierung vonH und K

Das Integral kann nun unter Ausnutzun}g> der Eigenschaften de f~ (also
Symmetrie bzgl. Vertauschung der Indizes, idzol @75 =0,f; =0, =0)
gelost werden. Hierbei bietet sich wie im skalaren und vektorilen Fall die
Verwendung der Substitution z := é an. (Die Rechnung ndet sich in Ab-
schnitt B.1.2 des Anhangs.) Man kommt schlu endlich zu folgendem Resultat:

(0 D(+1
(+2)

d
8fy : 2*2 2) 5 (0) = 5 (0) (3.82)

Es ergibt sich also #r die gesuchte Konstante:

(+2)
1)(+1 )

(3.83)

[NI[-%
—~

3.3. Normierung von K

Nun soll die Normierung der Bulk-to-Boundary-Propagatoren K bestimmt wer-
den, die, wie zu Beginn des Kapitels schon einmal emmhnt, xiert ist durch die
Forderung, da K im Limes (plus Projektion) €' die Kontinuumsversion der
Einheitsmatrix , ergeben soll. Hierbei iste! analog zue zu interpretieren. Das
einzige, was sichandert, ist, da wir z durch z%sowie . durch =d +
zu ersetzen und im Vektor- und Tensorfall entsprechend eineProjektion P
auf die Komponenten der ungestrichenen (statt der gestricknen) Koordinaten
durchzufehren haben (siehe auch Formel (2.22b)).

Wie auch schon bei der Berechnung der Normierungskonstantdes Bulk-to-
Boundary-Propagators H laufen die Rechnungen im skalaren, vektoriellen und
tensoriellen Fall analog ab.

3.3.1. Skalarer Fall
Im skalaren Fall soll
lim 2 K(z;x;x%= 9x x9 (3.84)
z!
mit
K(z;x;x9= K(z;x xY=c¢ _z (3.85)

22+ (x x92
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3.3. Normierung vonK

und =d + gelten, wobei wir statt + geschrieben haben. Mit Hilfe
von Testfunktionen f formuliert, heit dies:
z z
Oy d d,,0 —
8f :limz f  d% X X f (x4 = f(x) (3.86)

bzw. aquivalent dazu
Z

. z
8f :limz 9c d

21 0 X ooz x)=1(0): (3.87)

Nun fehren wir die Substituion zy := x durch, wodurch wir die linke Seite der
Gleichung leicht auswerten lonnen:

z z
: d d -
ll!moz c 71 X2 f (X)
z z
— i d dy,d
= |Z|{noz Zc d"yz 21+ D) f(yz)
=cf (0 dly@+y?
(3.88)
Mit Formel (C.7) erhalten wir also aus (3.87)
c = d#: (3.89)
d d
2 ( 3)

Es ergibt sich nun mit Hilfe der schon berechneten Normierugskonstanten
von H (3.61):
c=2 d (3.90)

3.3.2. Vektorieller Fall

Die Gleichung, die hier der Fixierung der Normierungskonsante dient, ist ge-
geben durch
Ii'moz1 Kmi (z;%:x%= m 4x x9 (3.91)
z!
mit

Km=c¢c@v m Vv lwjwy): (3.92)
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3. Bestimmung der relativen Normierung vonH und K

Man beachte, da die_ Indizes hier nur noch Werte von 0 bisd 1 annehmen.
Mit Testfunktionen f! geschrieben wird diese Gleichung zu
z

8fl : Ii'moz“ 4 d%K oy (XTI (xY = i fl(x) = fm(x);  (3.93)
z!
wobei wir wie im skalaren Fall =d + benutzt und statt + geschrie-
ben haben. Unser Ziel ist es nun, die linke Seite dieser Gldiang auszurechnen.
Hierzu gehen wir von folgendem zu obiger Bedingungquivalenten Ausdruck
aus:

o 2z
8fl :limz* 9 dix¢ = —— :
z21 0 z 72+ x2 m
Xm X 2z

Zmo 2 j =

e fl(x)= fm(0) (3.94)
Wie im skalaren Fall kann das Integral nun nach der Substituton zy = X
ohne gm ere Probleme berechnet werden. (Das genaue Vorgehen ndesich in
Abschnitt B.2.1.) Wir erhalten als Ergebnis:

( 1 9
(+1)

Nl

8fl:c 2 fm(0) = fm(0) (3.95)

Die gesuchte Normierungskonstante vorK ,; ist also gegeben durch

+1
c =2 A (*1) e (3.96)
2 1 2)
Mit (3.73) erhalten wir also erneut
c=2 d: (3.97)
3.3.3. Tensorieller Fall
Hier ist die Forderung an
K mnij (Z;y;X(): c le( mi on T ni mj 20mn ij )%
%(Wij in ¥ WnWj im + WmWi jn + WaWj jm v L+
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3.3. Normierung vonK

+ 2(WmWnWiWj + IWmwy j)v 2 (3.98)
gegeben durch
z
gt lim 22" ¢ d% Ky ZxixY T (x XY= i g FT(X) = Fon (%)
Z:
(3.99)

wobei die Testfunktionenf ! symmetrisch und spurfrei sind. Aquivalent hierzu
ist:

z 1 2z

8fi :limz” ¢ d%c (mint nomi 20 i) ——

am 22( mi nj ni mj Omn ij ) 2Z+(x  x92
1 XmXj ., XnXj | XmXi | XnXi 2z 1 .\

z 2z " oz M 2 " z2 M 24 (x x92
+2
XmXn X Xj XmXn 2z i

+2 + i —-— fUYx)=fmn (0 3.100
Z4 dZZ 1) 22+ X2 ( ) mn() ( )

Fur die nun folgende Rechnung lnnen die beiden j -Terme auf Grund der
Spurfreiheit der Testfunktionen weggelassen werden. Wieniden letzten beiden
Abschnitten kann das Integral dann wieder mit Hilfe der Subditution yz := x

bestimmt werden. (Zur Rechnung siehe Abschnitt B.2.2.) Sclu endlich erhal-

ten wir:

s (. HC 9

ij . +1
gf' :c 2 (+2)

fmn(0) = fmn (0) (3.101)

Die gesuchte Normierungskonstante ergibt sich also zu

(+2)
ne 9

: (3.102)

[N][=%
—~

Durch Vergleich mit (3.83) haben wir also gezeigt, da auch m tensoriellen
Fall

c=2 d (3.103)

gilt.
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3. Bestimmung der relativen Normierung vonH und K

3.4. Fazit

Wir haben somit die relative Normierung zwischenH, und K fur alle Falle
zu
c=2 d (3.104)

bestimmt. Damit wurde sowohl das Ergebnis von [DRO02] reprodziert, als auch
auf Tensorfelder zweiter Stufe erweitert. Die Vermutung 31 ist damit bewiesen.
Es gilt also auch #r Tensorfelder die Relation

Z (f)y=2"(c f) (3.105)
zwischen den Funktionalintegralen und somit die Relation
O x)=c §(x) (3.106)

zwischen den von den Funktionalintegralen erzeugten Felda.
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4. Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit haben wir gezeigt, da die als Summe von Feyman-Graphen
formal de nierten Funktionalintegrale
Z

R
B(f)= D e 'Cle of ( feldtheoretische Beschreibung\)

und
Z
Z(f)= D e'() (o f) (.duale Beschreibung\)

im Falle von Skalar-, Vektor- und symmetrischer Tensorfeldern zweiter Stufe
aquivalent sind, und da das duale konforme FeldO bis auf einen Zahlenfaktor
mit o, dem Randwert von , mbereinstimmt.

Damit ist es gelungen, das Ergebnis von [DR02] zu erweiternyobei wir einen
Weg gefunden haben, der die schwierige explizite Bestimmunder Greenschen
Funktion der Feldgleichung vermeidet. Dieser besteht dam, die aus [DR02]
bekannten algebraischen Relationen auszunutzen, wodurckich das Problem
auf die Bestimmung des Verhaltnisses der Normierung der beiden Bulk-to-
Boundary-Propagatoren H und K reduziert. Durch zwar teilweise langwierige,
aber immer mathematisch einfache Rechnungen kann die genmsiame Struktur
dieser beiden Propagatoren bestimmt und schlie lich ihre pweilige Normierung
berechnet werden.

Dieses Vorgehen sollte prinzipiell auch bei Tensorfelderrbeliebiger Stufe
funktionieren. Dies zu zeigen lonnte das Ziel einer anschlie enden Arbeit sein.
Auch sollte der Fall antisymmetrischer Tensorfelder bzw. $inor-Felder be-
trachtet werden. Weitere interessante Fragen stellen sictbzgl. des Faktors

c=2 + d= .

Warum besitzt ¢ genau diese vom Tensorrang unakdngige, universelle\ Form,
und hat ¢ eine gm® ere Bedeutung fur die AdS-CFT-Korrespondenz?
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A. Riemannsche Geometrie auf dem
AdS-Raum: De nitionen,
Konventionen, Formeln

In diesem Kapitel sollen wichtige De nitionen und Relationen® aus der Rie-
mannschen Geometrie aufgelistet werden, wobei jedoch keenMotivation und
nehere Erlauterung der Begri ichkeiten erfolgen wird. Der Zweck dieses Kapi-
tels ist allein, die fur die Arbeit n utzlichen Formeln zusammenzufassen, wobei
im Besonderen der Euklidische AdS-Raum betrachtet wird. Herbei wird auf die
in Abschnitt 1.2.2 eingefhrten Koordinaten (z; x) zureickgegri en. ldentit aten,
die den AdS-Raum voraussetzen, werden, falls Unklarheiteau befrchten sind,

durch das Symbol.,AgR gekennzeichnet.

A.1. Das Christo elsymbol

Def. A.1. Das Christo elsymbol ist mber
-5 @50 o
de niert.
Fer den AdS-Raum ergibt sich speziell:
22
== 2z 3, 223, +2z3,
=z, 2 z (A.2)

YIm allgemeinen werden hierbei die Beweise #ir die AdS-Spezialfalle aufgefuhrt, aber nicht

fur Zusammenhange, die generell gelten.
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A. Riemannsche Geometrie auf dem AdS-Raum

Einige netzliche Eigenschaften:

= (A.3a)
- %e"g (A3D)
AéiS Zd+l( d l)Z 2 d ,
= @d+11, (A.3c)
g =22 1, 2 2 )
=z[,(d+1) , ]
=(d 1z, (A.3d)
@ = 212' z ( z z z )
= 1, (A.3e)
z ~ %( z z z z )
= 1 (A.3f)
A.2. Die kovariante Ableitung
Fur die kovariante Ableitung D gilt:
D = (A.4a)
D = + (A.4c)
D = (A.4d)
D = + + (A.4e)
D = + (A.4f)
D = + (A.49)
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A.3. Der Dierentialoperator D D auf dem AdS-Raum

D =@ (A.4h)

Dg =0 (A.5a)
gp =g ) (A.5b)

A.3. Der Di erentialoperator D D auf dem AdS-Raum
Wir werden in den folgenden drei AbschnittenD D f, D D f sowie DD f

in den (z;x)-Koordinaten ausdreicken. Die Ergebnisse werdenefr Kapitel 3
benetigt.

A.3.1. D D angewendet auf einen Skalar

Es gilt mit (A.5b):

O
O
1

“eCgg ef)
Zl+d@(Zl d @f)

% 1
i@zt d@f + 22 @f (A.6)

i=0

A.3.2. D D angewendet auf einen Vektor

Es qilt:
DDf =
=g DD f
=g [@D f) D f D f]
=g [@(ef f) (@f f) (of fl
=g @@f g (@ )X g @f g @f +
+9 f g @f +g f
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A. Riemannsche Geometrie auf dem AdS-Raum

_ 2
=7 @ g9, )y 2 0f g g@f}*
(0] (i) il

T
(iv) v)

(A7)

Fur die einzelnen Summanden bekommen wir folgende Ergebniss

Zu (i): Wir rechnen, wobei wir im ersten Schritt (A.3e) und im letzten (A.3f)
benutzen:

g (@ )f

1
N «
NI
N
—

= f (A.81)
Zu (ii): Hier setzen wir einfach den Ausdruck fur das Christo el-Symbol ein:

g @f z (, z ; )Of

Z( z z z )@f
X

z @, , @f @f (A.8ii)

Zu (iii): Mit (A.3d) erh alt man sofort:
g @f =(d 1)z@f (A.8iii)

Zu (iv): Hier verwenden wir Gleichung (A.3d) und Gleichung (A.3f):

(d 1)z, f
(d 1) (A.8iv)

g f

Zu (v): Wie bei (ii) berechnen wir hier direkt

g f =

=(, z z ) (3 z z )

=(, z 2 ) Tz 2 f 2f)

= ZfZ f ZfZ Z(d+1)fZ+ ZfZ+ ZfZ ZfZ+ ZfZ+f

76



A.3. Der Dierentialoperator D D auf dem AdS-Raum

= (d 1) ,fz (A.8V)
Wir erhalten also insgesamt:

DDf =
X X
=z2 @ f 2z @f, , @f @f
(d 1)z@f gg nf (d 1) ,f,
3 dz@f +z° @f 2z@f,+2z, @f

d @ 1) ,f,

X1 X
7% '@z® Y@f +z2 @ 2z@f,+2z, @f

-0 (A.9)
d (d 1) ,f;
A.3.3. D D angewendet auf einen Tensor
Es gilt:
DDf =
=g DD f
=g [@D f ) D f D f Df ]
=g [@(ef f f) (@f f f)
(@f f f ) (@f f f )]
=g QOf

g (@ )f g @f g (@ )f g @f
g @f +g ( f + f )
g @f +g ( f + f )
g @f +g ( f + f )
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A. Riemannsche Geometrie auf dem AdS-Raum

X
=z @f

A PRA W P W A S LA
(i) (if) (iii) (iv)
P_({i@l} MR S A (A.10)
\ (vi) (vii)

e e e e
(viii) (ix) x) (xi)

Wie im vektoriellen Fall berechenen wir nun die Summanden @izeln. Ein Teil
der Ergebnisse ergibt sich analog zu den dortigen Resultate

Zu (i) Das Ergebnis erhalt man aus (A.8i) vom vektoriellen Fall:
g (@ H)f =f (A.111)

Zu (ii): Auch hier k ennen wir auf den vektoriellen Fall, namlich (A.8ii),
zureckgreifen:

X
g @f =2z @f; ; Of @f (A.11ii)

Zu (iii): Analog zu (A.111) ergibt sich aus (A.81):
g (@ )f =f (A.11iii)

Zu (iv): Wie fur (A.11ii) aus (A.8ii):

X
g @f =2z @f,; ;. @f @f (A.11iv)

Zu (v): Das Ergebnis ergibt sich sofort aus (A.3d):
g @f =(d 1)zEf (A11v)
Zu (vi): Mit (A.8iv) vom vektoriellen Fall bekommen wir:

9 f o= (d Lf (A.11vi)
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A.3. Der Dierentialoperator D D auf dem AdS-Raum

Zu (vii): Analog zu (A.11vi) aus (A.8iv):
g f = (d 1f (A.11 vii)
Zu (viii): Dieser Summand entspricht (A.8 v) vom vektoriell en Fall:
g f = (d 1) ,f; (A.11 viii)

Zu (ix): Wir berechnen das Ergebnis direkt durch Einsetzen s Ausdruckes
fur das Christo el-Symbol:

g fo= (; z z ), z z f
=( ; z , ) fy . f f )
= f,; f; 2 f;
fao+ % . f + i,
2f+ f,+f
= fa oz it E g L f +f (A.11ix)

Zu (x): Die Rechnung verlauft analog zu (A.11ix). Wir erhalten:
Zu (xi): Wie fur (A.11 viii) aus (A.8V):
g f = (d 1) ,f, (A.11xi)
Insgesamt bekommt man mit diesen Ergebnissen:
DDf =
X
=z2 @

X X
2z @f, : Of @f 2z @ft, . Of @f

d 1)z@  2d f (d 1) ,f, (d 1) ,f,+
+2( fZZ ZfZ Zf2+2i22 Zf +f )

=(5 dz@f +z2 @f 2(d  1)f
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A. Riemannsche Geometrie auf dem AdS-Raum

X X
2(@f, + @ ,)+2z , @f + , @f

d 1) ,f, d 1) ,f,+
+2 f; 2 .f; 2 ,f,+5% , ,f

z

y( 1
=729 3@z° Y@f +22 @f 2(d  1)f
=0y X
2z(@f, + @f;)+2z , @ + , Of (A.12)

d 21 ,f, 2,f, (d 1) ,f, 2 ,f,+
+ z% z zf +2 fzz
Fer den Spezialfall eines symmetrischen Tensors, alserff = f  gilt also:
DDf =
% 1
=2 %@z° ‘@f +272* @f

=0y X
2(@f , + @ ,)+2z , @f + , @f (A.13)

2(d 1)f (d+1)( f,+ fz)+
+5, f 42 g
A.4. Der Kr ummungstensor
Def. A.2. Der durch die Kommutatorrelation
[D:D] =:R : (A.14)
de nierte Tensor R wird als Riemannscher Krammungstensorbezeichnet.

Ausrechnen des Kommutators ergibt, da der Kremmungstensor die Form
R =@ @ + (A.15)
hat. O ensichtlich besitzt er einige schene Symmetrie-Eigenschaften:

R =R (A.16a)
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A.4. Der Kr ummungstensor

R = R =R = R (A.16b)
R + R +R =0 (A.16¢)

Wir geben nun noch eine zu (A.14) analoge Relationefr Tensoren beliebiger
Stufe an:

Satz A.1. Essei ..., ein Tensor der Stufen 2 . Dann gilt:

[D ;D] 15 = R i 1500 1 i+ (A.17)

Beweis. Wir f mhren den Beweis mit volls&ndiger Induktion:

Fer n = 1 ist die Behauptung nach De nition des Kr smmungstensors o enbar
richtig.

Die Behauptung gelte nun #r ein beliebigesn. Mit einem Vektor ~ ., ergibt
sich dann aus

DD ( 1 n~n+1):D D 1 n ~n+1 +D 10 n D ~n+1 (A 18a)
+D wia D Tt DD T, .
bzw.
DD( =y 4ww)=D D ,u, T,u+*tD =, D 7, (A.18b)
+D . DTt DD T .

mit Hilfe der Kommutatorrelationen f ur Vektoren und Tensorenn-ter Stufe die
Gleichung

[D1D]( 1333n~n+1):

:[D ’D] 150 n ~n+1+ 122:n[D ;D]~n+1
X0
= R i 1300 1 i+l ion - n+1 +R n+1 130 n -
i=1
1
= R 11 et oned (A.19)
i=1

Damit wurde die Relation (A.17) fur Tensorenn + 1-ter Stufe und somit auch
fur alle n bewiesen. O
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A. Riemannsche Geometrie auf dem AdS-Raum

Insbesondere gilt also éir Tensoren zweiter bzw. dritter Stufe:

[D ;D]
[D ;D]

R + R (A.20a)
R +R +R (A.20D)

Der Kremmungstensor ist der Ausgangspunkt éir weitere wichtige Begri s-
de nitionen:

Def. A.3. Der Ricci-Tensor ist durch
R =R (A.21)
de niert, und der Krummungsskalardurch
R:=R : (A.22)

Wir werden nun fer den AdS-Raum die gerade de nierten G® en bestim-
men:

Satz A.2. Fur den AdS-Raum gelten ér den KremmungstensorR , den
Ricci-Tensor R und den KrummungsskalarR folgende Relationen:

R =g g (A.23a)
R = dg (A.23b)
R= d(d+1) (A.23c)

Beweis. Das Resultat fur den Krammungstensor ergibt sich mit Hilfe von
Formel (A.15), wenn man Gleichung (A.2) far das Christo elsymbol benutzt.
Da das Ergebnis nicht neu und die Rechnung zwar recht lang, adr einfach ist,
soll auf eine Wiedergabe hier verzichtet werden.

Der Ricci-Tensor und damit der Kremmungsskalar lassen sich leicht aus dem
Ausdruck fer den Kremmungstensor berechnen:

R =9 g =g 9 (d+1)= dg 3
|

Im folgenden sollen nun noch ein paar mtzliche Kommutatorrelationen be-
wiesen werden:
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A.4. Der Kr ummungstensor

Satz A.3. Es gilt
[D ;D] =0: (A.24)

Beweis. Die Behauptung ergibt sich sofort aus der De nition der kovarianten
Ableitung:

[D;D] =D @ D@
- @@ @ @@ + @
=03

Satz A.4. Es qilt
[D ;D] =0: (A.25)

Beweis. Hier brauchen wir nur bei Gleichung (A.20a) die entsprecheden Kon-
traktionen durchzufehren:

[D ;D] =R + R
=R + R
=(R  +R )
=(R R )
=03
O
Diese Relation folgert auch aus dem zweiten Teil des folgemth Satzes:
Satz A.5. Es gilt
1. allgemein
[D;D] =R (A.26)
und im AdS-Raum:
[D;D] = d (A.27)
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A. Riemannsche Geometrie auf dem AdS-Raum

2. allgemein
[D:D] =R +R (A.28)
und im AdS-Raum:
[D ;D] = (d+1) +g (A.29)

Beweis. Zu 1: Es ergibt sich sofort aus der De nition des Krammungstensors:

AdS
= d

[D:D] =R = R 3

Zu 2: Auch hier kommt man durch direktes Nachrechnen schnell zumge-
weinschten Ergebnis, wobei wir (A.20a) als Ausgangspunkt neimen:

D:;D] =R +R

=R + R

d

M dg +(g g )

= d +9

= (d+1) +g 3

O

Satz A.6. Es gilt allgemein

[DD:D] =R D (A.30)
und im AdS-Raum:

[DD:D] = dD (A.31)

Beweis. Wir nutzen die in diesem Abschnitt schon gezeigten Relatioen (A.24)
und (A.26) aus:

DDD =D DD
=bDDbD +R D

ASp pp dD
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A.4. Der Kr ummungstensor

Satz A.7. Es gilt allgemein

[DD;D] =R D + R D +D (R ) (A.32)
und im AdS-Raum:
[DD;D] = dD 2D +2g D (A.33)
Beweis. Wir rechnen:
DDD =D DD +D (R )
=D DD +R D + R D +D (R )
Sp b D d D +2(g g )
=D DD dD 2D +2g D
O

Satz A.8. Im AdS-Raum gilt:
[DD;DD] = 2d+1)D D +2g DD (A.34)
Beweis. Mit Hilfe von (A.33) und (A.31) berechnen wir sofort das Ergebnis:

DDDD =D DDD (d+2D D +2g DD
=D DDD 2d+1)D D +2g DD

U
Aus Satz A.7 ergibt sich au erdem sofort das folgende
Korollar A.9.  Es gilt allgemein
[DD;D] = DR ) (A.35)
und im AdS-Raum:
[DD ;D] =dD (A.36)

Hieraus wiederum erhalt man
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A. Riemannsche Geometrie auf dem AdS-Raum

Korollar A.10.  Auf dem AdS-Raum ist fur divergenzfreie  auch D D
divergenzfrei, d. h.

D =0 =) DDD =0: (A.37)
Weiterhin bekommt man fer Tensoren dritter Stufe:

Satz A.11. Es gilt allgemein

[D ;D] =R ( )+ R (A.38)
und im AdS-Raum:
[D ;D] = (A.39)

Beweis. Wir gehen von Gleichung (A.20b) aus und rechnen:

[D ;D] =R + R + R
=R R +R
d +d @ g )
= 3
O
Daraus ergibt sich
Satz A.12. Im AdS-Raum gilt:
[DD;D] =D +(d+1)D 2D (A.40)
Beweis. Wir benutzen zuerst Gleichung (A.29) und dann (A.39):
DDD =D DD +(d+1)D D
=D DD +D +(d+1)D 2D
O
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A.4. Der Kr ummungstensor

Die gerade bewiesenen Kommutatorrelationen seien débersicht halber nun
noch einmal fur den AdS-Raum aufgelistet:

[D:D] =0 (A.41a)
D:D] =0 (A.41b)
D:D] = d (A.41c)
[D:D] = (d+1) +g (A.41d)

[DD;D] = dD (A.41e)
DD:D] = dD 2D  +2g D (A.41f)
[DD;D] =dD (A.41g)
DD:DD] = 2Wd+1)D D +2g DD (A.41h)
D:D] = (A.41i)
[DD:;D] =D +(d+1)D 2D (A.41j)
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B. Berechnung der Integrale ...

B.1. ... fur Abschnitt 3.2

B.1.1. Vektorieller Fall

Wir werden in diesem Abschnitt das Integral
Z

dzd'xz H ;(z;x;x94 - (x  x9

berechnen. Hierzu formen wir zuerstH ; mit Hilfe der in Kapitel 3.1.1 de -
nierten Abkerrzungenv und w um. Es ergibt sich

Hi z;x;x9= v @w+ v ‘ww

= v (5 wz) v lww] (B.1)
und somit gilt:
Z
dzd'xz H j(z;x; x4 (x x9=
X Z
= dzd®z*2 9 v i(; w ;) v lwwlaf(x x9
Z
= dzdiz*t 9 4fj(x x9
g 12 (B.2)

dzdz*? dwwv Mt (x x9
=0

Zur Umformung haben wir hierbei ausgenutzt, dassf; = 0 ist. Aus diesem
Grund reicht es auch, bei der Summation die Werte 0 bisd 1 annehmen
zu lassen. Da nun keinx; = z mehr auftreten kann, wird uns dies erlauben
(analog zum skalaren Fall) das Integral in ein Integral fir z und ein Integral
fur die x; aufzuspalten.
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B. Berechnung der Integrale ...

Um die Rechnungeneibersichtlicher zu halten, werden wir im folgendenx  x°
durch x ersetzt. Der erste Summand wurde bereits im skalaren Fall bechnet;
siehe Gleichung (3.60). Wir brauchen also nur noch den zwetn Teil des Termes
zu betrachten:

x 14
dzdixz*2 dwywv 4 (x x9=
=0
1Z . +1
— o+l d d ~ —
=2 dzd"xz “xjx y— 4fxX)=() (B.3)

=0

Mit derselben Substitution wie im Skalaren, alsoz== )Z(—i und damit

dyy — 125( 1 diyi+l  dym Z )
z “dz= 522 1X] dz; 7T %2 1Xj 1 (B.4)
erhalten wir weiter:
% 12 .
( ) =92 +1 dZ‘ddX %Z’E( 1 d)jxj +1 deX
=0
1 +1
- -
—_— 4 f
i X 1 (x)
=2 “o g % ° xie dd% x; x jxj 94 £ (x) (B.5)
= , Z+1) . i X JX] .
Der erste Faktor ergibt sich mit Hilfe von Formel (C.5):
Z d dy/ d
z 2 (+1 3)( 3)
2 dz———— =2 272 2 B.6
o Fenn (+1) (B.6)
Nun meissen wir nur noch den zweiten Faktor berechnen. Mit
4(x fYy=2@f +x 41 (B.7)

erhalt man fer diesen:
X 17
d9% x;x jxj 94 f (x) =
=0
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B.1. ... fur Abschnitt 3.2

X 14
= d%xjjxj @ 4[x - (x)] 2@F(x) =( ) (B.8)
=0

Auf Grund der Divergenzfreiheit der Testfunktionen fallt der zweite Summand
weg, und man bekommt mit

@xj> Y= d)xjjxj ¢ (B.9)

und partieller Integration:

X 17
()= 349 dx @ixj® %4 [x f~(x)]

= AP 4 x @r ()
8 Testfunktion
C.9 9( !
w0+ x @F (lkeo
=0
(C.6) 2%

(

5(0) (B.10)

[\ ][=X
~

Es gilt also:

X Z
dzdixz*2 dwjwv 4 (x x9=

N

= 2

d d
(+1 §)( 2) ? fT(O)

(+1)
P(+1 9
(+1)
Nun haben wir alle notwendigen Integrale berechnet und knnen das Ge-

samtergebnis angeben:
Z

[N ][oX
~

= 2% f7(0) (B.11)

dzdxz H ;(z;x; x4 (x  x9=
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B. Berechnung der Integrale ...

d d
_ 222(+1 g)+2+1 2 (+1

O (+1)

( D(+1 9
(+1)

NI
~

fi(0)

Nl

- 2+l

f7(0) (B.12)

Zur Umformung wurde hier die Funktionalgleichung der Gamm&unktion (C.4)
benutzt.

B.1.2. Tensorieller Fall

Im folgenden werden wir das Integral
Z
dzdiz 9 (z;x;x%9 g z 4 (z;x)

bestimmen. Hierzu bringen wir H zuerst in eine Form, die #r die folgenden
Rechnungen geeignet istH ist im tensoriellen Fall gegeben durch

Hi zxx9= v [(@w)(@w)+(@w)(@w)]
v Hw (@w)w) + w (@wi)w; +
+ W (@w))w; + w (@w;)w;]+

B.13
+2v  Awow wiw;+ (B.13)
+2v fww
Vo9
Wir werden diesen Ausdruck nun umformen. Hierbir rechnen wir:
(@Qw)(@w;) + ( @w)(@w;) =
=Zi2(i Wi z2)( W z)+z%(i Wi z)( j W z)
=Z_2[ij+ij Wil z j+ z3) Wi 2+ i 2)* (B.14)
+2WiwW z 7]
Mit diesem Ergebnis und mit
@wi=32(i W z) (B.15)
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B.1. ... fur Abschnitt 3.2

ergibt sich:
Hi (z;x;x9=
= z%_[' it Wi(Z it Zj) Wj(i zt z)+
+2wiw ;59 v
(W Wi i +tww o +twwo W W (B.lG)

2w wiwj ;2w wiwj z)v 4+
+2(w W wiwj + 2w w )V 2
Um das Integral zu berechnen, brauchen wir nur Summanden debarstel-
lung (B.16) von H jj betrachtet werden, in denen kein , bzw. , auftaucht:
Wie im vektoriellen Fall reicht es, von 0 bisd 1 zu summieren, da diez-
Komponenten von f~ gleich Null sind. Auch das Integral uber den Term mit
g ergibt auf Grund der Spurfreiheit der f~ Null. Es gilt also folgende Glei-
chung:

Z
dzdixz ' 9H j (z;x;x%9 g z 4 (%)=
X172
= dzdx z3 & le( iojt j)V
+ =0 (B.17)
Iww i +ww i Fww o tww v T+
+2(w wwiwj + Iww j)v o 24f (x xH
Nach (3.60) vom skalaren Fall ergibt sich:
x1Z
dzd%z®* * L ;v 4f (x x9=
?
= dzd%z! ¥ v 4f5(x x9
d
2 2(+1 d
p 27 2t (0) (B.18)

0

Dasselbe Ergebnis erhalten wir auf Grund der Symmetrie def™ furden ; j -
Term.
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Auch die v 1. Terme lassen sich auf einen schon berechneten Fall auok-

fuhren, namlich Gleichung (B.11) vom vektoriellen Fall, wobei auch her aus
Symmetriegrenden alle zu berechnenden Terme dasselbe Ergebnis liefern
X 17

dzdiz3 & Ilww ;v Mf (x x9=

;=0
x 12
= dzd%z2 @ wwjv 1415 (x x9
;=0
d
2+ 9.
= 2% (7 1) 2215 (0) (B.19)
Wir m mssen also nur noch die beiden 2.Terme neu bestimmen:

%12

dzdixz® ™ ww wwv  24f (x x9=
;=0

X1 z 7 +2
=2% dzdiz ! 9% x xx; T 2 41 (x)=() (B.20)
; =0
Mit der Substituion z := é und somit
1
1 d :ll( 2 d)iyi  dom. V4 :..12’E
z dz = 522 ixj  Ydz T x iX] —] (B.21)
ergibt sich weiter:
x 17 .
()=2%* dzdx 1z20 2 Djxj  9Ix x xix;
; =0
2 2
. . 2
JX] 241 41 (x)
=2 dz«m | dixx x xixjjxj ¢ 241 (x) (B.22)
Fur das erste Integral ergibt sich nach (C.5)
Z d d d
z 2 ( s+H@A+ 3)
= : B.2
@y e (+2 (23
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Zum Berechnen des zweiten Integrals benutzen wir

4 (x x 7 )=2f +2x @f +2x @fF +x x 4f (B.24)
Hiermit ergibt sich:
X 17
d%x x xixjjxj ¢ 24 (x)

; =0

x 17
= dixxixjjxj ¢ 2 4[x x £~ (x)] 2f x @F 2x @f

; =0

X 17
= dixxixjjxj 4 24 [x x = (x)]=( ) (B.25)

; =0

Hierbei elen im letzten Schritt drei der Summanden auf Grund der Divergenz-
und Spurfreiheit der f~ weg. Als nachstes formen wir dieses Ergebnis mit Hilfe

der Relation

@@ixi* “=(2 djxj 15 d2 dxixjxj ¢ 2

1 1
RV IT d 2: .22 d S d -
o XiXjJX] ) @@jxj- “ + il (B.26)
um. Wir erhalten:
()= K12 L @@ixi® 9+ Sixj 9y 4k x  0]=( )
d2 d) d !

;=0
(B.27)

Unser Ziel ist es, analog zum vektoriellen Fall partiell zu ntegrieren (und zwar
diesmal zweimal). Vorerst zeigen wir allerdings noch, da @r j -Term nicht
zum Ergebnis beitragt. Hierzu wenden wir

4(xxf")=x4Kxf )+2  +2x @f (B.28)

sowie (B.9) an und nutzen erneut die Spur- und Divergenzfrdieit der Test-
funktionen aus:
12
di% jxj 94 [x x f~ (x)]=
;=0
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B. Berechnung der Integrale ...

X 17z
= dixjxj 9 x 4[x = (X)]+2 f (x)+2x @f (x)
;=0
x1Z
= dix jxj 9% 4 [x f (X)]
;=0
1 X4
— d ivi2 d
= 5 a d™x @jxj= "4 [x 7 (x)]
CR X1 2 dy iyi2 d
= d™xjxj= "4 7 (x)+ x @f" (x)]
2 d.
% 1
= dwyg [ 7 )+ x @ (X)x=0
;=0
% 1
= dwy = (0)
;=0
-0 (B.29)

Der j -Term fallt also tatsachlich weg und wir kennen die urspringliche Rech-
nung fortsetzen:

1 Xt“
() @ 9 d @@jxj? 94 [x x f~ (x)]
Pl 1 Xl dy ivi2 d -
= m;:o d jxj “4 @@ x x 7 (x)
¥ 1
= Wy @@ x x = (x) -, =( ) (B.30)

; =0
Mit
@Q(x x - )=(; i+ i ) +xx @@f

(B.31)
H(x i tx )@ +(x j +x )@

bekommen wir nun schlu endlich unter Ausnutzung der Symmetie der Test-
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B.1. ... fur Abschnitt 3.2

funktionen:
% 1
( )= wy (j i+ i ;) (0
;=0
- tiho (B.32)
ij .
d (4
Wir erhalten also folgendes Ergebnis:
x1Z
dzdixz® * ww wiwjv  24f (x x9=
; =0
_opa (o 5rD@Ar 9 4t o
(+2) d(9"’
d d
2 ( >t+1)
= 2% (+ 2)2 f5 (0) (B.33)

Nun messen wir uns noch um den zweiterv 2-Term kemmern. Es gilt:

X 1 Z
dzd%z3 % wwv 24f (x x9=
; =0
9(12 7 +2
=2 dzd9% z* 9 x x e, 4f (x)=( ) (B.34)
; =0

Wir fwhren wieder die Substition z:= )Z(—i durch und bekommen mit

1

+1 deo — 1 ( d)iyi+2  dam. zZ _ .1 Z?
dz=1 dz; = B.35
Z z= 3220 VX R vl L B (B.35)
weiter:
X 1 Z ) Z’% I +2
()=2% dzd?x z2( Djxj*2 I x jxj 2 41 (x)
2o z+1
Z dy1 ¥ 1 Z
=+t dz(;rﬁ di%x x jxj %4 (x) (B.36)
;=0
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Der erste Faktor lie e sich nun wieder leicht mit (C.5) berechnen, jedoch ist
der zweite Faktor Null. Dies sieht man, wenn man

4(x - )=2@f +x 4f (B.37)
und die Divergenzfreiheit derf™ benutzt:
X172
dixx x jxj 941 (x)=
;=0
X172
= dixx jxj ¢ 4[x f~ (x)] 2@f (x)
;=0
x1Z
= di% x jxj 94 [x f~ (x)]
;=0
=0 (B.38)

Da der letzte Schritt richtig ist, wurde schon f er Gleichung (B.29) gezeigt.

Fassen wir nun die Ergebnisse zusammen, so erhalten wir:
VA

dzdixz * H j (z;x;x%9 g z 4F (%)=

d d d d
_ 2222(+:|_ 2)4_4222(+1 2)
0 ' (+1)
d d :
2 s+1
227 (( +2)2 ) fi (0
d
2 ( D(+1 9.
= 2%2 (+2) 2215 (0) (B.39)
B.2. ... fur Abschnitt 3.3
B.2.1. Vektorieller Fall
Unser Ziel ist es, den Ausdruck
Z +1
1 27 X Xi 27 ;
L1+ d d 4+ o Xm X)) j
z"!moZ d’xc z 72+ x2 ™ z z z2+ x2 00
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zu berechnen. Mit der Substitution zy := x erhalten fur diesen:

Z
1 2z

P 1+ d dy,-d =

c ll!moz d%yz 2 221+ y?) fm(yz)
27 +1 )
: j =
YmYj 22(1+ y?) fl(yz)
Z 5 +1

- d . j =

c &Y o WO vy o PO =) B4

Die Integration des linken Summanden stellt kein Problem da. Beim rechten
Summanden machen wir die Umformungym (1+y?) 1= L@ (1+y?
und fuhren dann eine partielle Integration aus, wodurch wir das tenetigte
bekommen:

Z
()=c diy2 @+y?) fn0)+ Zy@@Q+y? f(0)
Z
e 2 dly@+yd) a0 Lim@+y?) (0
Z

=c 2@ Lm0 diy@a+y?

B (0 (Y

=c 2 =2 0 22f m(0) (B.41)

Hierbei wurde zum Auswerten des Integrales Formel (C.7) verendet.

B.2.2. Tensorieller Fall

In diesem Abschnitt werden wir den Ausdruck

2z

; 2+ d d S S

ll!moz d“xc ;( mi nj T i mj) 72 + x2
+1
1 XmXj o, XnXj N XmXj N XnXi 2z N
z z2 " z2 M o2 N2 M 724 x2
+2

XmXnXiX; 2z i

+2 Mo f'(x)
74 72+ x2
bestimmen. Far diesen ergibt sich nach der Substitutionzy := x:
Z

climz? 9 dy2® (it o) e

z2l 0 22 mi nj ni-mj 22(l+ y2)
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B. Berechnung der Integrale ...

1 27 +1
E (ymyl in + anJ im + ymyl jn + yny| Jm) m
2z 2
+2YmYnYiYj 20+ y?) fl(yz) =
z 2
- d
=c dvy 1+—y2 2f mn (0)
. ) 2 +1
2ymYifn’ 0) + 20y fm (0) 777 + (B.42)

2 2
+2YmYnYiYj 1+—y2 f90) =()

Beim letzten Schritt haben wir die Symmetrie der Testfunkionenf ! in den In-
dizes ausgenutzt. (Diese werden wir auch im folgenden nochehrmals berwti-
gen.) Um das Integral zu berechnen, gehen wir analog zum vedtiellen Fall

vor und fehren partielle Integrationen durch.
z

()=c dly2" 1+y?) fm(0)

+1

ymfnj (O)+ ynfmj (O) @(1+ y2) +

+2
+1
e 2 dly @+y?) Fmn(0)

1 . .
— Jmfnj(o)"' jﬂfmj(o) (1+y2) +

Yn%/in @@+y>) ()

2 ,
+ - ConYiYi + Yo im¥j + Yayi jm)(L+ Y9 Y (0)
Z

=c 2" dy @ 2HA+Y) fm(0)

ﬁ mnYif U (0) + 2ynf ) (0) @1+ y?)
Z
e 2 dy @@ 2)A+yD)  fmn(0)
1 ) | (B.43)
t oy Mt @2t O ary) =()
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Auf Grund der Spurfreiheit der Testfunktionen und (C.7) erhalten wir somit:

2 2 z
()=c 2" 1 =+ 55— fm@ dyd+y?)
_ oo s (¥ 2+D+2 (9
° 2 (+D) 0
d
o on 4 ( (1)2() 2) (B.44)
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C. Wichtige Formeln

C.1. Die Gammafunktion

Die Gammafunktion ist mber
Z +1
( x):= e ¥ ldt (C.1)
0

fur x > 0 de niert. Aquivalent hierzu ist die sog. Gau sche De nition

— i nin* _ co
(x)= lim X(x+1) :::(x+n)’ (©2)
De niert man die Gammafunktion f er negative nichtganzex eber
1
(x):= (C.3)

sin(x) L x)’

so halt Gleichung (C.2) auch fur diesex. Es gelten folgende wichtige Relationen:
Ferallex2f0; 1, 2;:::gist

(x+1)= x(x): (C.49)

Diese Gleichung wird als Funktionalgleichung der Gammafunktion be-
zeichnet.

Fur x> 0,y > 0 qilt

el () (y)

o (@+txry T (X+y)—iB(X:y): (C.5)

B (x;y) wird Eulersche Betafunktion genannt.
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R
Mit Hilfe der letzten Gleichung lat sich auch das Integral Il ddx(1 + x?)

mit x 2 9 berechnen. Hie'g;u tthren wir d-dimensionale Kugelkordinaten ein,

d.h. wir setzenr?:= x2= " L I1xZmitr 2 *, und dd wird zu d! 4r? 1dr,
wobei ]
o= (6)
rd= —5° .
d(9
das Volumen der Einheitskugel im ¢ ist. Es ergibt sich:
z +1 z +1
dix(@1+x?) = drrd tdig(1+ r?)
1 0
Z,, F% 1
= d!
dl g , dr«—(lﬂc)
_g2f 99
d(9 2()
d
a ( 5)
= 27— ¢% C.7
0 (C.7)
Hierbei wurde noch die Substitution ~:= r? vorgenommen.
C.2. Fundamentall esung der Laplace-Gleichung im
d-dimensionalen Euklidischen Raum
Fer d > 2 ist die Fundamentallosung der Laplace-Gleichung durch
_ 1 o
G(x) = e d)!deJ (C.8)
gegeben. Es qilt also
d
432 9= d2 A 00 F S 0 (C9)
(2 1
bzw. mit Hilfe von Testfunktionen f ausgedsickt:
Z 4 ¢
8f ©  dxjxj® 4f(x)= ———f(0) (C.10)
(z 1
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D. Die kovariante Ableitung einer

Distribution
Fer eine Distribution T, einen Multindex = ( 1;:::; n) 2 § und Test-
funktionen f de niert man die -te Ableitung der Distribution wber
OOTYf):=( 1) IT(D f); (D.1)
wobei @ @
Df = —— D.2
ox  ox (b:2)
und
- - X.I
ji= i (D.3)

i=1
gelte. Diese De nition ist insoweit gut gewahlt, als da sie das sog.Leitprinzip
erfullt: De nitionen bzgl. Distributionen sollten f wr regulare Distributionen den
De nitionen f ur Funktionen entprechen. So gilt z. B. fur die Ableitung einer
regularen Distribution T mit einer di erenzierbaren Funktion @ !

z z

TOF) 2" T (9= dx )F) ™ dx )F(x)= T of) (D.4)

Eine Ableitung der regularen Distribution T entspricht also der Ableitung der
Funktion

Die Frage ist nun, inwieweit sich diese De nition der Ableitung einer Dis-
tribution auf die kovariante Ableitung wbertragen lat. Hierzu betrachten wir
einen Spezialfall des Satzes von Stokes:

z Z
“xPgov = ad yP v (D.5)
M @M

Hierbei ist M eine zusammenkangende Teilmenge einer Mannigfaltigkeit und
@Mihr Rand, die auf dem Rand induzierte Metrik in den y-Koordinaten und
n der Normaleneinheitsvektor.
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D. Die kovariante Ableitung einer Distribution

Mit dem Satz von Stokes lennen wir nun analog zum oben angegebenen
Fall mit partiellen Ableitungen und skalaren Funktionen eine Vorschrift fer die
kovariante Ableitung einer Distribution motivieren:

SeiA ein Di erentialoperator bestehend aus n kovarianten Ableitungen mit
beliebiger Indizierung, d.h.A =DD :::D, (x) ein Tensorfeld beliebiger Stufe,
undf * (x) Testfunktionen der Art, da A (x) f (x) ein Skalar ergibt. Unter
der Voraussetzung, da diese auf dem Rand verschwinden, esft man:

z
%P gD (D:::D (x) f(x) =0 (D.6)
M
Daraus folgert
z z
d%PgD D:::D (x) f (x)= dxPgo:::D (x) D f ()
) ) (D.7)

wobei und die beiden meglichen Positionen #ir das zweite kennzeichnen.
Diesen Schritt kann man nun bein Ableitungen n-mal durchfehren, weshalb
wir schlie lich ( 1)" als Vorzeichen des Ergebnisses bekommen:
Z Z
axPga 0fo=( 1" d%Pg 0lf (x): (D.8)
M M

Hierbei meint A den Di enrentialoperator, der sich ergibt, wenn man bei A die
Reihenfolge der kovarianten Ableitungen umdreht. Wir kennen also schlie lich
als die Wirkung eines Di erentialoperators A auf eine tensorbrmige Distribu-
tion T

(AT)(f) :=( D"T(Af) (D.9)

de nieren.
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