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Kapitel 1

Einleitung

Die axiomatisc he Quan tenfeldtheorie v erw endet im w esen tlic hen zw ei v ersc hiedene mathema-

tisc he Konzepte: Den algebraisc hen Zugang einerseits, den Wigh tman'sc hen Rahmen ande-

rerseits. W

•

ahrend die erste Sic h t w eise V orteile b ei der mathematisc hen Behandlung bietet,

ist die zw eite f

•

ur die De�nition k onkreter Mo delle v orteilhaft. Die Relationen zwisc hen den

b eiden Konzepten, k onkret die F rage, wie man ein Mo dell v om einen Rahmen in den anderen

•

ub erf

•

uhrt und umgek ehrt, sind bisher nic h t v ollst

•

andig gekl

•

art.

Die v orliegende Arb eit b esc h

•

aftigt sic h mit der F rage, wie sic h aus einem gegeb enen Mo-

dell der algebraisc hen Quan tenfeldtheorie zugeh

•

orige Wigh tman-F elder k onstruieren lassen.

Den Sc hl

•

ussel hierzu bildet eine sp ezielle Phasenraum b edingung: Besc hr

•

ankt man sic h auf

Messungen in einem endlic hen Raum-Zeit-Gebiet, dann �nden sic h in vielen Mo delle

"

b ei-

nahe \ n ur endlic h viele unabh

•

angige Zust

•

ande un terhalb einer v orgegeb enen Energie. Diese

"

Basis des Phasenraums \ resp ektiv e die dazu dualen Ob jekte lassen sic h als Wigh tman'sc he

Punktfelder deuten. F

•

ur sie k ann man Lok alit

•

atsb edingungen nac h w eisen.

Au�erdem w erden die anderen Wigh tman-Axiome f

•

ur die erhaltenen Punktfelder etabliert,

in b esondere die Hermitezit

•

at und die Ko v arianz un ter P oincar � e-T ransformationen. Allgemein

k

•

onnen Darstellungen v on Symmetriegrupp en un ter gewissen V oraussetzungen v on den lo-

k alen Algebren auf die erhaltenen Punktfelder

•

ub ertragen w erden. Auc h die Bildung v on

Ableitungen der Punktfelder wird un tersuc h t.

Sc hlie�lic h wird die genann te Phasenraum b edingung in Mo dellen der freien F eldtheorie

nac hgewiesen; die b esagten Punktfelder lassen sic h explizit b erec hnen und stimmen mit denen

der zugrundeliegenden Wigh tman'sc hen Theorie

•

ub erein.
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1.1 Lok ale Algebren und Punktfelder

Unser Anliegen ist, wie b ereits gesagt, die Aufkl

•

arung v on Relationen zwisc hen algebraisc her

und Wigh tman-Quan tenfeldtheorie. Wir geb en hier einen

•

Ub erblic k

•

ub er bisher b ek ann te

Ergebnisse und den Inhalt dieser Arb eit. Dab ei b esc hr

•

ank en wir uns auf heuristisc he F orm u-

lierungen; alle relev an ten Aussagen w erden an sp

•

aterer Stelle pr

•

azisiert.

Die algebraisc he Quan tenfeldtheorie (Absc hnitt 1.2) v erw endet zur F orm ulierung ph ysi-

k alisc her Mo delle lok ale C

�

-Algebren A ( O ), die man als v on den im Raum-Zeit-Gebiet O

me�baren Observ ablen erzeugt deutet. Diese Algebren b estehen aus b esc hr

•

ankten Op erato-

ren; sie sind mathematisc h einfac h handhabbar und deshalb f

•

ur die Analyse struktureller

Asp ekte der Quan tenfeldtheorie gut geeignet.

In der Wigh tman'sc hen Quan tenfeldtheorie (Absc hnitt 1.3) hingegen b etrac h tet man lo-

k ale Quan tenfelder � ( f ) o der - in pr

•

agnan terer F orm - punktartig lok alisierte F elder � ( x ).

Diese sind singul

•

are Ob jekte und in einer mathematisc h strengen Analyse sc h w er zu b ehan-

deln. Sie sind jedo c h f

•

ur die Konstruktion k onkreter Mo delle v on en tsc heidender Bedeutung:

Man de�niert sp ezielle Theorien

•

ublic herw eise dadurc h, da� man b ek ann te F eldgleic h ungen

aus

"

klassisc hen \ Theorien

•

ub ernimm t und fordert, da� die Punktfelder � ( x ) ihnen gen

•

ugen.

Eine solc he heuristisc he Leitlinie zur De�nition v on Mo dellen gibt es im algebraisc hen

Rahmen nic h t. Es ist daher relev an t, den Zusammenhang zwisc hen den Punktfeldern und den

lok alen Algebren zu kl

•

aren.

Einerseits ist man - aufgrund der b ereits in der Wigh tman-Theorie b ek ann ten Mo delle

- daran in teressiert, aus gegeb enen Punktfeldern � ( x ) lok ale Algebren zu k onstruieren. Im

w esen tlic hen gesc hieh t dies, indem man die � ( x ) zun

•

ac hst mit T estfunktionen f

"

v ersc hmiert \

� ( f ) =

Z

f ( x ) � ( x ) d

s +1

x ; f 2 S ( R

s +1

) ; (1.1.1)

und dann zu b esc hr

•

ankten F unktionen dieser im allgemeinen un b esc hr

•

ankten Op eratoren

•

ub ergeh t. Ist et w a � ( f ) selbstadjungiert, dann w erden die A ( O ) erzeugt v on den unit

•

aren

Op eratoren

e

i� ( f )

; supp ( f ) � O : (1.1.2)

Diese F ragestellungen sind in der Literatur ausf

•

uhrlic h b ehandelt w orden (siehe [3] und die

dort zitierten Publik ationen).

Der umgek ehrte Proze� (mit dem sic h die v orliegende Arb eit b esc h

•

aftigt), also die F ra-

ge, wie man aus einem gegeb enen lok alen Netz A ( O ) punktartig lok alisierte F elder � ( x )

(re)k onstruiert, ist bisher nic h t v ollst

•

andig gekl

•

art. Heuristisc h w

•

urde man v erm uten, die

� ( x ) im Durc hsc hnitt aller A ( O ) f

•

ur Umgebungen O v on x zu �nden, also eine

"

Algebra am

Punkt \ b etrac h ten:

A ( x ) :=

\

O 3 x

A ( O ) : (1.1.3)

Es stellt sic h ab er heraus [9 ], da� un ter sehr allgemeinen Bedingungen der Durc hsc hnitt auf

der rec h te Seite trivial ist, n

•

amlic h n ur Vielfac he des Einheitsop erators en th

•

alt. Dies ist auc h

nic h t v erwunderlic h: Wie sc hon erw

•

ahn t, sind die Punktfelder � ( x ) singul

•

are Ob jekte

1

. Das

1

T ats

•

ac hlic h handelt es sic h um un b esc hr

•

ankte quadratisc he F ormen.
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erkl

•

art sic h ph ysik alisc h aus der Unsc h

•

arferelation - eine im Ortsraum b eliebig gut lok alisierte

Messung m u� einen unendlic h gro�en Energie-Impuls-

•

Ub ertrag zur F olge hab en. Man k ann

die � ( x ) also allenfalls als gewisse Grenzw erte der b esc hr

•

ankten lok alen Observ ablen erw arten.

F redenhagen und Hertel [13 ] b emerkten, da� man hierzu das singul

•

are Ho c henergiev erhalten

der Punktfelder

"

d

•

ampfen \ m u�: F

•

ur R = (1 + H )

� 1

und l 2 R

+

b etrac h teten sie

\

O 3 x

R

l

A ( O ) R

l

w

(1.1.4)

und zeigten, da� man die Elemen te dieses Raumes als energieged

•

ampfte Punktfelder R

l

� ( x ) R

l

deuten k ann.

•

Ahnlic he Ob jekte wurden im Ansc hlu� auc h v on Reh b erg und W ollen b erg [23 ]

so wie W ollen b erg [26 ] un tersuc h t. In all diesen

•

Ub erlegungen bleibt jedo c h o�en, ob (bzw.

un ter w elc hen Bedingungen) nic h t auc h die Durc hsc hnitte (1.1.4) trivial sind. Zudem ist ein

solc her Ansatz w enig

"

k onstruktiv \ im engeren Sinne; er liefert k aum Informationen

•

ub er die

w eitere Struktur der Wigh tmanfelder.

Eine sehr viel explizitere Konstruktionsm

•

oglic hk eit bietet sic h im F all dilatationsin v arian-

ter Theorien. Hier hat man die Darsteller D ( � ) der Dilatationen zur V erf

•

ugung, um Punkt-

felder aus lok alen Observ ablen zu erhalten. So b emerkten Buc hholz und F redenhagen [6], da�

man (heuristisc h) folgendes V erhalten der A 2 A ( O ) �nden sollte:

D ( � ) AD ( � )

� 1

= (
 j A 
) 1 + �� (0) + o ( � ) (1.1.5)

mit einem Punktfeld � (0). F redenhagen und J

•

or� [14 ] f

•

uhrten eine

•

ahnlic he Konstruktion

in einem sp eziellen Mo dell, der 2-dimensionalen k onformen c hiralen Theorie eines reellen

sk alaren T eilc hens, sehr explizit durc h; sie erhalten Punktfelder � (0) als Limiten

�

� n

D ( � ) A 


� ! 0

� � � ! � (0)
 : (1.1.6)

Diese V orgehensw eise l

•

a�t no c h V erallgemeinerungen zu [18 ], bleibt ab er prinzipiell auf di-

latationsin v arian te Mo delle b esc hr

•

ankt: Die D ( � ) sind in allgemeineren Situationen sc hlic h t

nic h t v erf

•

ugbar, nic h t einmal in Theorien freier massiv er T eilc hen.

Ein anderer Zugang wurde k

•

urzlic h v on Haag v orgesc hlagen [15 ] und v on Haag und Ojima

n

•

aher ausgef

•

uhrt [17 ]. Die b eiden Autoren b etrac h ten den v on den lok alen energieb esc hr

•

ank-

ten Zust

•

anden aufgespann ten Raum �

E

( O ). Die �

E

( O ) bilden mathematisc h gesehen eine

Pr

•

agarb e, und ihr V erhalten

"

am Punkt \ wird durc h deren Keime b esc hrieb en; man analysiert

also z.B. f

•

ur Standarddopp elk egel O

r

v om Radius r das V erhalten v on �

E

( O

r

) f

•

ur r ! 0.

Die Elemen te v on �

E

( O ) sind gleic hzeitig in Orts- und Impulsraum gut lok alisierte Ob-

jekte; man k ann daher Nutzen aus den b ek ann ten Phasenraumeigensc haften v on Theorien

[8 ] ziehen: �

E

( O

r

) sollte sic h gut durc h endlic hdimensi onale R

•

aume appro ximieren lassen.

Haag und Ojima v erm uteten n un, da� es eine r -unabh

•

angige Basis dieser endlic hdimen siona-

len R

•

aume gibt, deren Elemen te quasi die

"

Zust

•

ande am Punkt \ b esc hreib en. Als Basis des

Dualraums sollte man dann die gesuc h ten Punktfelder � erhalten. Diese

•

Ub erlegungen w aren

eb enfalls durc h die dilatationsin v arian te Theorie motiviert; die Autoren v erdeutlic hen ihre

•

Ub erlegungen (sehr heuristisc h) am Beispiel eines rellen sk alaren masselosen freien F eldes. Da

jedo c h die Dilatationen nic h t explizit v erw endet w erden, lassen sic h die genann ten Prinzipien

leic h t auf andere Mo delle

•

ub ertragen.

Die v orliegende Arb eit greift die v on Haag und Ojima v orgesc hlagene Metho de auf und

k onstruiert lok ale Punktfelder � ( x ) aus v orgegeb enen Algebren A ( O ) un ter V erw endung einer

sp eziellen Phasenraum b edingung.
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Diese Phasenraum b edingung wird in Kapitel 2 zun

•

ac hst motiviert und dann pr

•

azise for-

m uliert; mit ihrer Hilfe lassen sic h Punktfelder � ( x ) und sc hlie�lic h Wigh tman-F elder � ( f )

k onstruieren, w elc he die gew

•

unsc h te Lok alit

•

atsb edingung erf

•

ullen. Wir w eic hen dab ei et w as

v on dem v on Haag und Ojima b etrac h teten Rahmen ab, da es sic h als w esen tlic h herausstellt,

nic h t n ur �

E

( O ) b ei festem E , sondern auc h den Limes E ! 1 b etrac h ten zu k

•

onnen.

In Kapitel 3 k ehren wir im eigen tlic hen Sinn zur Analyse der Keime v on �

E

( O ) zur

•

uc k

und etablieren die v on Haag und Ojima v erm uteten Strukturen. Au�erdem w erden die Dar-

stellungen v on Symmetriegrupp en v on den A ( O ) auf die Keime resp ektiv e die erw

•

ahn ten

endlic hdi mensional en R

•

aume

•

ub ertragen. Dies erlaubt uns, die Hermitezit

•

at der Punktfelder

und ihre Ko v arianz un ter der P oincar � e-Grupp e zu etablieren. Au�erdem w erden die Ableitun-

gen der Punktfelder un tersuc h t, die zur F orm ulierung v on F eldgleic h ungen not w endig sind.

Kapitel 4 sc hlie�lic h w eist die aufgestellte Phasenraum b edingung in einem k onkreten Mo-

dell nac h, und zw ar in der freien F eldtheorie, sp eziell f

•

ur ein reelles sk alares (massiv es o der

masseloses) freies F eld in s � 3 r

•

aumlic hen Dimensionen. Wir b erec hnen explizit die in Ka-

pitel 2 allgemein k onstruierten Punktfelder und zeigen, da� sie mit dem de�nierenden F eld

� ( x ) und seinen F unktionen

•

ub ereinstimmen.

Einige Asp ekte der Konstruktion, die mehr mathematisc her Natur sind o der f

•

ur sic h selbst

genommen in teressieren, sind in Anh

•

angen zu den b etre�enden Kapiteln o der Absc hnitten an-

geordnet. Dem Leser, der b ei den zahlreic hen v erw endeten Kurzsc hreib w eisen und De�nitionen

den

•

Ub erblic k v erloren hat, sei au�erdem die Zusammenstellung der Notationsk on v en tionen

ab Seite 104 empfohlen.

1.2 Algebraisc he Quan tenfeldtheorie

Der algebraisc he Zugang zur Quan tenfeldtheorie [16 ] v erw endet als Grundob jekt ein Netz von

A lgebr en , d.h. eine Abbildung

2

O 7! A ( O ) ; (1.2.1)

die jeder o�enen T eilmenge O � R

s +1

des Mink o wskiraums eine C

�

-Algebra A ( O ) zuordnet;

dab ei fordert man Isotonie:

A ( O

1

) � A ( O

2

) f

•

ur O

1

� O

2

: (1.2.2)

Ph ysik alisc h stehen die lok alen Algebren A ( O ) - resp ektiv e ihre selbstadjungierten Elemen-

te - f

•

ur die im Gebiet O me�baren Observ ablen. Deren relativistisc he Lok alisierung l

•

a�t sic h

dann durc h die algebraisc hen Relationen b esc hreib en: Sind O

1

und O

2

raumartig getrenn t,

dann stellt man die L okalit

•

atsb e dingung

�

A

1

; A

2

�

= 0 f

•

ur A

i

2 A ( O

i

) : (1.2.3)

W eiterhin ist eine Darstellung �

� ;x

der P oincar � e-Grupp e

3

P durc h Automorphismen des

Netzes A ( O ) gegeb en, die geometrisc h auf den lok alen Algebren wirkt:

�

� ;x

A ( O ) = A (� O + x ) : (1.2.4)

2

Mathematisc h handet es sic h dab ei um eine Pr

•

a-Kogarb e, das duale Ob jekt zu den in Anhang 3.A b espro-

c henen Pr

•

agarb en.

3

Pr

•

aziser ist hier und im folgenden mit P die Zusammenhangsk omp o nen te der 1 in der P oincar � e-Grupp e

gemein t (sonst oft mit P

"

+

b ezeic hnet). Analog ist L die 1 -Zusammenhangsk omp onen te der Loren tzgrupp e.
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Die v orliegende Arb eit b esc hr

•

ankt sic h auf die Analyse des V akuumsektors eines solc hen

Netzes: Wir nehmen die A ( O ) als sc h w ac h abgesc hlossene Un teralgebren v on B ( H ) f

•

ur einen

Hilb ertraum H an, also als v on-Neumann-Algebren. W eiter sei die Darstellung � unit

•

ar im-

plementiert , d.h. sie r

•

uhre v on einer unit

•

aren Darstellung U (� ; x ) v on P auf H her:

�

� ;x

( � ) = U (� ; x ) � U (� ; x )

�

: (1.2.5)

U (� ; x ) soll b ez

•

uglic h der stark en Op eratortop ologie stetig in � ; x sein. Dann k ann U (� ; x )

als Exp onen tialfunktion seiner selbstadjungierten Generatoren gesc hrieb en w erden; man hat

et w a f

•

ur die T ranslationen

U ( 1 ; x ) � U ( x ) = e

iP

�

x

�

: (1.2.6)

Die un b esc hr

•

ankten selbstadjungierten Op eratoren P

�

( � = 0 : : : s ) w erden als Energie-

Impuls-Op eratoren in terpretiert; sp eziell ist H = P

0

der Hamilton-Op erator. Seine Sp ek-

tralpro jektoren auf das In terv all [0 ; E ] b ezeic hnen wir mit P ( E ). Die Darstellung U soll die

Sp ektrumsb e dingung erf

•

ullen, d.h. das gemeinsame Sp ektrum der k omm utierenden Op eratoren

P

�

liege im abgesc hlossenen V orw

•

artslic h tk egel (

"

P ositivit

•

at der Energie \ ). Sc hlie�lic h geb e

es in H einen un ter allen U (� ; x ) in v arian ten V ektor 
 (

"

das V akuum \ ), der bis auf sk alare

F aktoren eindeutig b estimm t sei. Er erf

•

ullt dann P ( E ) 
 = 
 8 E > 0.

Wir hab en die lok alen Algebren A ( O ) als v on-Neumann-Algebren v orausgesetzt, um eine

w eitere mathematisc he Struktur zur V erf

•

ugung zu hab en, n

•

amlic h ihren Pr

•

adualr aum : Der

Raum der normalen (d.h. linearen und ultrasc h w ac h stetigen) F unktionale auf B ( H ) sei mit

� b ezeic hnet; er ist iden tisc h mit dem Raum der Spurklasseop eratoren B

1

( H ) auf H , w ob ei

� 2 B

1

( H ) ein � 2 � induziert durc h

� ( � ) = tr ( � � ) : (1.2.7)

� wird mit der Suprem umsnorm (en tsprec hend der Spurnorm auf B

1

( H )) zu einem Banac h-

raum, dessen Dualraum gerade B ( H ) ist:

�

�

= B ( H ) ; auc h notiert als � = B ( H )

�

: (1.2.8)

Die p ositiv en normierten Elemen te v on � k

•

onnen als ph ysik alisc he Zust

•

ande des b etrac h teten

Systems gedeutet w erden.

Wir de�nieren f

•

ur o�enes O � R

s +1

au�erdem

�( O ) := � d A ( O ) ; (1.2.9)

dann gilt analog zu (1.2.8)

�( O )

�

= A ( O ) bzw. �( O ) = A ( O )

�

: (1.2.10)

In unserer Analyse ist no c h der Raum der energieb esc hr

•

ankten normalen F unktionale wic h tig:

F

•

ur E > 0 sei

�

E

:= P ( E )� P ( E ) ; �

E

( O ) := �

E

d A ( O ); (1.2.11)

dab ei sc hreib en wir P ( E ) � P ( E ) = � ( P ( E ) � P ( E )) f

•

ur � 2 �. Man hat dann

�

�

E

= P ( E ) B ( H ) P ( E ) =: A

E

; �

E

( O )

�

= P ( E ) A ( O ) P ( E ) =: A

E

( O ) : (1.2.12)

Die �( O ) und eb enso die �

E

( O ) bilden jew eils eine Pr

•

agarb e im Sinne v on Anhang 3.A.
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1.3 Wigh tman'sc he Quan tenfeldtheorie

Die Wigh tman'sc he Quan tenfeldtheorie [25 ] form uliert man mit Hilfe v on F eldern (un b e-

sc hr

•

ankten Op eratoren) � ( f ). Wir b esc hr

•

ank en uns hier auf den F all v on Bose-F eldern; sie

bzw. ihre selbstadjungierten F unktionen repr

•

asen tieren dann die ph ysik alisc hen Observ ablen.

Genauer b etrac h tet man folgende Struktur:

Zun

•

ac hst ist ein Hilb ertraum H gegeb en, auf dem eine unit

•

are, stark stetige Darstellung

U (� ; x ) v on P wirkt. Wie in Absc hnitt 1.2 b ezeic hnen wir die Generatoren der T ranslation

mit P

�

; sie m

•

ogen der Sp ektrumsb edingung gen

•

ugen. Au�erdem geb e es einen bis auf einen

F aktor eindeutigen U -in v arian ten V ektor 
 2 H .

Un ter einem Quan tenfeld bzw. einem Satz v on Quan tenfeldern �

1

: : : �

n

v ersteh t man n un

folgendes:

� Die �

j

sind op eratorw ertige temp erierte Distributionen, d.h. sie sind lineare Abbildun-

gen v on S ( R

s +1

) in die Menge der (nic h t not w endig b esc hr

•

ankten) linearen Op eratoren

auf D , w ob ei D � H ein dic h ter Un terraum ist. Man b etrac h tet also un b esc hr

•

ankte

Op eratoren �

j

( f ) auf einem gemeinsamen De�nitionsb ereic h D . F

•

ur  ; � 2 D ist das

Matrixelemen t (  j �

j

( f ) � ) stetig in f b ez

•

uglic h der Lauren t-Sc h w artz-T op ologie (

"

T em-

p eriertheit \ ).

� Der De�nitionsb ereic h D ist nic h t n ur dic h t in H , sondern auc h in v arian t un ter An w en-

dung der U (� ; x ) und �

j

( f ); ferner ist 
 2 D .

� Die adjungierten Op eratoren �

j

( f )

�

sind eb enfalls in der Menge der F elder en thalten:

�

j

( f )

�

= �

k

( f ) mit zu j geeignet gew

•

ahltem k : (1.3.1)

Dies gilt als Op eratorgleic h ung auf D .

� Die �

j

erf

•

ullen k ausale V ertausc h ungsrelationen, d.h. f

•

ur T estfunktionen f ; g mit raum-

artig getrenn tem T r

•

ager gilt

�

�

j

( f ) ; �

k

( g )

�

= 0 ; j; k = 1 : : : n; (1.3.2)

wieder als Gleic h ung auf D .

� Es gibt eine endlic hdimensi onale Matrixdarstellung S

j k

v on L , so da�

U (� ; x ) �

j

( f ) U (� ; x )

�

=

n

X

k =1

S

j k

(�

� 1

) �

k

( f

� ;x

) ; (1.3.3)

w ob ei

f

� ;x

( y ) = f

�

�

� 1

( y � x )

�

: (1.3.4)

Zus

•

atzlic h wird oft no c h gefordert, da� die �

j

( f ) eine V ollst

•

andigk eitsrelation erf

•

ullen:

Die Menge der P olynome der �

j

soll, angew andt auf 
, eine in H dic h te Menge ergeb en. Wir

w erden diesen Asp ekt jedo c h hier nic h t b er

•

uc ksic h tigen.
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Die ob en gew

•

ahlten T estfunktionen f 2 S ( R

s +1

) sind im allgemeinen k omplexw ertig. Wir

b esc hr

•

ank en uns b ei der Konstruktion v on F eldern jedo c h stets auf r e el lwertige T estfunktio-

nen. Ein f

•

ur reellw ertiges f erkl

•

artes F eld � ( f ) k ann man dann v erm

•

oge der Gleic h ung

�

C

( f ) := � (Re f ) + i� (Im f ) (1.3.5)

immer zu einem k omplex-linearen F eld �

C

fortsetzen.

H

•

au�g b etrac h tet man statt der � ( f ) auc h punktartig lok alisierte F elder � ( x ); diese sind

dann nic h t als Op eratoren, sondern n ur als quadratisc he F ormen auf D � D de�niert. Die � ( f )

ergeb en sic h aus ihnen durc h

"

V ersc hmieren \ mit einer T estfunktion:

� ( f ) =

Z

d

s +1

x f ( x ) � ( x ) : (1.3.6)

Wir w erden diese heuristisc he F ormel in Absc hnitt 2.5 genauer pr

•

azisieren. Die obigen Bedin-

gungen lassen sic h fast alle in analoger W eise auc h f

•

ur die � ( x ) aufstellen. Probleme b ereitet

dab ei ab er die Lok alit

•

atsforderung: Da das Pro dukt zw eier quadratisc her F ormen sic h im all-

gemeinen nic h t de�nieren l

•

a�t, mac hen Komm utatorrelationen wie (1.3.2) f

•

ur die � ( x ) k einen

Sinn. F

•

ur eine exakte F orm ulierung m u� man hier auf die Op eratoren � ( f ) ausw eic hen.



Kapitel 2

Phasenraum b edingung und

Konstruktion v on Punktfeldern

Zu Beginn unserer Analyse v on algebraisc hen Quan tenfeldtheorien

"

am Punkt \ w erden wir

jetzt eine Phasenraum b edingung aufstellen, die uns die Konstruktion punktartig lok alisierter

F elder erm

•

oglic h t.

Die gesuc h te Bedingung v erlangt im w esen tlic hen, da� es f

•

ur die R

•

aume �

E

( O

r

) ein Erzeu-

gendensystem gibt, das einerseits aus

"

fast endlic h vielen \ Elemen ten b esteh t und andererseits

unabh

•

angig v on E und r ist. Wir w erden in Absc hnitt 2.1 zun

•

ac h t in Anlehn ung an [17] heu-

ristisc h motivieren, w arum ein solc hes V erhalten in ph ysik alisc h relev an ten F

•

allen zu erw arten

ist. In Absc hnitt 2.2 form ulieren wir die genann te Bedingung dann pr

•

azise; mathematisc h for-

dert sie die Existenz einer Reihenen t wic klung der Inklusionsabbildu ng

S

E

�

E

, ! �, die in

einer sp eziell daf

•

ur form ulierten T op ologie k on v ergiert.

Wir w ollen die Elemen te des erw

•

ahn ten Erzeugendensystems (bzw. die Summanden der ge-

nann ten Reihenen t wic klung) als Wigh tman'sc he Punktfelder deuten. Dazu ist es ab er zun

•

ac hst

not w endig, in gewissem Sinne lineare Abh

•

angigk eiten zwisc hen ihnen zu en tfernen, also zu

einer

"

Basis des Phasenraums \

•

ub erzugehen; diesem Zw ec k dien t die Konstruktion in Ab-

sc hnitt 2.3. Danac h k

•

onnen wir die Basiselemen te als lok ale Punktfelder �

j

( x ) etablieren

(Absc hnitt 2.4), w ob ei wir die in [13 ] v orgesc hlagene Lok alit

•

atsb edingung v erw enden. Mit

den dort en t wic k elten Metho den k

•

onnen die Punktfelder sc hlie�lic h zu Wigh tman-F eldern

�

j

( f ) ausin tegriert w erden; dies gesc hieh t in Absc hnitt 2.5.
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2.1 Motiv ation

Es ist unser Ziel, aus den lok alen Algebren A ( O ) Quan tenfelder im Wigh tman'sc hen Sinne

zu k onstruieren. Wir geb en dazu zun

•

ac hst einige heuristisc he Bemerkungen, wie und un ter

w elc hen V oraussetzungen diese Konstruktion gelingen k ann.

Um ein punktartig lok alisiertes F eld � ( x ) - wir b esc hr

•

ank en uns im folgenden auf x = 0 -

zu erhalten, sollte man es im Durc hsc hnitt alle A ( O

r

) f

•

ur r > 0 suc hen. Dab ei b ezeic hnet O

r

den Standard-Dopp elk egel v om Radius r um den Ko ordinaten ursprung:

O

r

= f x 2 R

s +1

j j x

0

j + j ~ x j < r g : (2.1.1)

Wie in Absc hnitt 1.1 b ereits erw

•

ahn t, m u� man gewisse Grenzw erte zum Durc hsc hnitt der Al-

gebren hinzunehmen, um ein nic h ttriviales Ergebnis zu erhalten; da die A ( O

r

) b ereits sc h w ac h

abgesc hlossen sind, m u� man Grenzw erte in anderen als den sonst

•

ublic hen T op ologien b e-

trac h ten.

Ohnehin sind die Punktfelder � = � (0) t ypisc herw eise singul

•

are Ob jekte - sie sind im

allgemeinen nic h t als Op eratoren, sondern n ur als quadratisc he F ormen de�niert, lassen sic h

also sc hlec h t durc h die b esc hr

•

ankten Op eratoren aus A ( O

r

) appro ximieren. Der Grund f

•

ur

die Un b esc hr

•

anktheit der Punktfelder ist, wie sc hon gesagt, in ihrem sc hlec h ten Ho c hener-

giev erhalten zu suc hen (b edingt durc h die Unsc h

•

arferelation). T ats

•

ac hlic h existieren in vielen

Mo dellen die P ( E ) �P ( E ) als b esc hr

•

ankte Op eratoren; es liegt daher nahe, zun

•

ac hst diese

durc h Elemen te aus P ( E ) A ( O

r

) P ( E ) zu appro ximieren.

V on den R

•

aumen A

E

( O

r

) = P ( E ) A ( O

r

) P ( E ) bzw. ihren (Pr

•

a-)Dualr

•

aumen �

E

( O

r

) =

�

E

d A ( O

r

) nimm t man oft an, da� sie gewisse Phasenr aum-Be dingungen erf

•

ullen: Es handelt

sic h hier um Ob jekte, die gleic hzeitig im Orts- wie im Impulsraum mehr o der w eniger sc harf

lok alisiert sind. Betrac h tet man et w a in der Quan tenmec hanik ein ideales Gas im Kasten (al-

so im Ortsraum lok alisiert), dann gibt es un terhalb einer v orgegeb enen Energie E n ur einen

endlic hdimensional en Raum v on W ellenfunktionen bzw. Zust

•

anden des Systems.

•

Ub ertragen

auf die Quan tenfeldtheorie k

•

onn te man also heuristisc h v erm uten, da� die �

E

( O

r

) endlic hdi-

mensional sind; das hei�t, die Abbildung

�

E ;r

: �

E

! �( O

r

) ; � 7! � d A ( O

r

) (2.1.2)

sollte ein endlic hdimen sionale s Bild b esitzen. Das ist so nic h t der F all, da in der Quan tenfeld-

theorie k eine gleic hzeitig in Orts- und Impulsraum sc harf lok alisierten Ob jekte existieren. Die

Endlic hdimensional it

•

at wird ab er

"

fast \ erreic h t: In Mo dellen der freien F eldtheorie wiesen

Buc hholz und P orrmann [8 ] nac h, da� sic h �

E ;r

in gewisser W eise als Reihe v on Rang-1-

Op eratoren sc hreib en l

•

a�t:

1

�

E ;r

=

1

X

j =1

�

j

�

j

; �

j

2 �( O

r

) ; �

j

2 P ( E ) B ( H ) P ( E ) : (2.1.3)

Die in [8 ] k onstruierten �

j

und �

j

h

•

angen dab ei explizit v on E und, w enn man gute Absc h

•

at-

zungen f

•

ur die Normen der �

j

erhalten m

•

oc h te, auc h v on r ab.

1

T ats

•

ac hlic h ist die Abbildung �

E ;r

n uklear.

•

Ahnlic he Nukle arit

•

ats- und sc h w

•

ac here Komp aktheits-Kriterie n

wurden auc h in [7], [12] b ehandelt; als

"

Energied

•

ampfungsfaktor \ dien te dab ei meist e

� � H

und nic h t P ( E ),

w as f

•

ur heuristisc he

•

Ub erlegungen ab er ohne Belang ist.
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Man k ann n un fragen, ob es m

•

oglic h ist, die �

j

und �

j

unabh

•

angig v on E und r ( skalen-

unabh

•

angig , wie wir im folgenden sc hreib en) zu w

•

ahlen. Zumindest in dilatationsin v arian ten

Theorien k ann man erw arten, da�

�

E ;r

=

1

X

j =1

P ( E ) �

j

P ( E ) � �

j

d A ( O

r

) ; (2.1.4)

w ob ei die �

j

und �

j

sk alen unabh

•

angige Ob jekte sind; die �

j

sind allerdings nic h t mehr Op era-

toren, sondern quadratisc he F ormen (wir w erden dies in Absc hnitt 2.2 pr

•

azisieren). Analoges

wird man in jeder Theorie mit Ultra violett-Fixpunkt v erm uten, jedenfalls f

•

ur gro�e E und

kleine r .

Man k ann (2.1.4) jetzt als eine En t wic klung der lok alisierten Zust

•

ande

"

nac h Gr

•

o�en am

Punkt \ au�assen; die �

j

�

j

bilden quasi eine Basis des Phasenraums. Insofern liegt es nahe,

in den �

j

die gesuc h ten Punktfelder zu v erm uten - wir w erden sp

•

ater sehen, da� sie dies im

w esen tlic hen b ereits sind.

Hier tritt ein en tsc heidender Un tersc hied zwisc hen unserem Ansatz und dem v on Haag

und Ojima [17 ] v orgesc hlagenen F ormalism us auf: Die b eiden Autoren b etrac h ten �

E

b ei

festgehaltenem E und analysieren dann die Keime der Pr

•

agarb e �

E

( O ); sie b en

•

otigen dazu

in unserem Sinne eine r -, nic h t ab er eine E -unabh

•

angige Basis. F

•

ur eine Konstruktion v on

Punktfeldern reic h t dieser Rahmen ab er nic h t aus: Wie die Autoren selbst b emerk en [17 ,

p. 388], k ann das V erhalten der Struktur mit w ac hsendem E so im allgemeinen nic h t k on trol-

liert w erden. Dies ist ab er not w endig, da man, um die Lok alit

•

at der F elder nac hzu w eisen, den

Limes E ! 1 b etrac h ten m u� (Absc hnitt 2.4).

Der hier v orgestellte Ansatz mit E - und r -unabh

•

angigen Gr

•

o�en hat demgegen

•

ub er den

Nac h teil, da� man die Existenz der Punktfelder �

j

sc hein bar b ereits mir der b en

•

otigten Pha-

senraum b edingung (2.1.4) v oraussetzt. Andererseits l

•

a�t sic h mit demselb en Argumen t, mit

dem man die Existenz einer r -unabh

•

angigen Basis in (2.1.4) v erm utet, auc h eine E -unabh

•

angi-

ge Basis heuristisc h b egr

•

unden.

Ein w eiterer, v on Haag und Ojima herv orgehob ener Asp ekt wird in unserer Konstrukti-

on w esen tlic h sein: Wir b etrac h ten den Bereic h kleinen

"

Phasenraum v olumens \ , d.h. kleiner

E � r . Je kleiner E r wird, desto b esser sollte sic h �

E

( O

r

) durc h einen endlic hdimen siona-

len Raum gegeb ener Dimension ann

•

ahern lassen, und desto sc hneller sollte die Reihe (2.1.4)

k on v ergieren. Wir k

•

onnen jedem Appro ximationsterm sein E - r -V erhalten zuordnen,

�

j

( E ; r ) := k �

j

d A ( O

r

) k � k P ( E ) �

j

P ( E ) k ; (2.1.5)

w ob ei �

j

t ypisc herw eise n ur v om sk alenin v arian ten T erm E r abh

•

angen wird, zumindest asymp-

totisc h f

•

ur E ! 1 , r ! 0. Wie Haag und Ojima v erm uteten, sollten sic h die Appro xima-

tionsterme nac h ihrem E r -V erhalten sortieren lassen; man erw artet eine Art hierarc hisc hes

V erhalten der �

j

:

�

k

( E ; r )

�

j

( E ; r )

E r ! 0

� � � � !

8

>

<

>

:

0 f

•

ur k > N ( j )

const: 6= 0 f

•

ur M ( j ) � k � N ( j )

1 f

•

ur k < M ( j )

(2.1.6)

mit gewissen Zahlen M ( j ) ; N ( j ) 2 N . In diesem F ormalism us hab en wir also die Energiedimen-

sionen der Punktfelder wiederen tdec kt. Im F all der freien F eldtheorie ergibt sic h �

j

/ ( E r )


 ( j )

,

wie wir in Kapitel 4 sehen w erden.
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Es ersc hein t allerdings un v erh

•

altnism

•

a�ig, solc he Details

•

ub er das E - r -V erhalten der Ap-

pro ximationsterme a priori anzunehmen. Wir w erden n ur v erlangen, da� die Appro ximations-

summe in (2.1.4) in gewisser W eise alle p olynomial abfallenden An teile v on � (also An teile

/ ( E r )




) k omp ensiert. Die Sortierung der �

j

�

j

wird daraus dann in Absc hnitt 2.3 k onstruiert.

2.2 Ein Kriterium

Wir w erden die heuristisc hen

•

Ub erlegungen des letzten Absc hnitts jetzt k onkretisieren und

eine Phasenraum b edingung angeb en, die uns im folgenden die Konstruktion v on Wigh tman-

feldern erlaub en soll.

Wie wir eb en gesehen hab en, k ann die Phasenraumstruktur eines Mo dells durc h Appro xi-

mation gewisser Abbildungen �

E ;r

: �

E

! �( O

r

) un tersuc h t w erden. In unserem Zusammen-

hang ist es ab er wic h tig, dab ei v on sk alen unabh

•

angigen Ob jekten auszugehen; wir b etrac h ten

daher lineare Op eratoren

S

E

�

E

! �, die dann auf �

E

und A ( O

r

) (mit festem E ; r ) einge-

sc hr

•

ankt w erden. Dab ei k ann man nic h t erw arten, da� die in teressierenden Abbildungen auf

ganz

S

E

�

E

b esc hr

•

ankt sind - die singul

•

aren Punktfelder � w

•

aren sonst nic h t b esc hreibbar.

Allerdings ist f

•

ur diese F elder k P ( E ) �P ( E ) k oft nic h t n ur endlic h, sondern w

•

ac hst h

•

oc hstens

wie eine P otenz v on E an:

k P ( E ) �P ( E ) k < E

k

� const: ( k 2 N geeignet) : (2.2.1)

Solc he p olynomialen Ho c henergiesc hrank en lassen sic h in einer gro�en Klasse v on Mo dellen

nac h w eisen [11 ]. Es liegt daher nahe, folgenden Raum v on linearen Abbildungen zu b etrac h ten:

� :=

n

# :

[

E

�

E

! � linear

�

�

�

k # d �

E

k � (1 + E )

k

� const: f

•

ur ein k > 0

o

: (2.2.2)

Dab ei ist (1 + E )

k

statt E

k

als Sc hrank e angesetzt, um k eine Obstruktionen im Bereic h kleiner

Energien zu erhalten - f

•

ur unsere Zw ec k e ist n ur das Ho c henergiev erhalten der # in teressan t.

Die zu appro ximierende Abbildung � k

•

onnen wir n un als Elemen t v on � au�assen, n

•

amlic h

als die Inklusionsabbildu ng � :

S

E

�

E

, ! �; sie ist hier also ein sk alen unabh

•

angiges Ob jekt.

Wir w ollen sie als Summe v on Rang-1-Op eratoren darstellen; solc he Op eratoren hab en die

F orm

# = � ( � ) � (2.2.3)

mit � 2 � und einer Linearform � mit p olynomialem Ho c henergiev erhalten; genauer ist � ein

Elemen t des Raumes �

1

v on Linearformen auf

S

E

�

E

, der analog zu � de�niert wird:

�

1

:=

n

#

1

:

[

E

�

E

! C linear

�

�

�

k #

1

d �

E

k � (1 + E )

k

� const: f

•

ur ein k > 0

o

: (2.2.4)

Zur V erk

•

urzung der Sc hreib w eise notieren wir im folgenden:

k # k

E ;r

:= k # d �

E

; A ( O

r

) k = k P ( E ) #P ( E ) d A ( O

r

) k ( # 2 �); (2.2.5)

k #

1

k

E

:= k # d �

E

k = k P ( E ) #P ( E ) k ( #

1

2 �

1

); (2.2.6)

k � k

r

:= k � d A ( O

r

) k ( � 2 �) : (2.2.7)
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Man b emerkt, da� f

•

ur Rang-1-Op eratoren der F orm (2.2.3) gilt

k � ( � ) � k

E ;r

= k � k

E

k � k

r

: (2.2.8)

Um � als eine unenendlic he Reihe darstellen zu k

•

onnen, b en

•

otigen wir no c h eine sp ezielle

T op ologie auf �, die Kon v ergenz

"

b ez

•

uglic h des Punktes x = 0 \ b esc hreibt (die Norm to-

p ologie et w a ist o�en bar w enig geeignet). Wir w erden diese T op ologie n un k onstruieren und

plausib el mac hen, w arum sie die in Absc hnitt 2.1 v erm uteten Strukturen b esc hreibt. In An-

hang 2.B w erden die De�nitionen in einen et w as erw eiterten Rahmen gestellt, den wir im

folgenden manc hmal b en

•

otigen; dort �ndet man auc h einige mehr mathematisc he Asp ekte

der k onstruierten T op ologie.

Die in Absc hnitt 2.1 gew onnene Idee zur Kon v ergenz der Reihe in (2.1.4) ist: Alle p o-

lynomialen An teile / ( E r )

k

v on � sollen v on den Appro ximationstermen k omp ensiert w er-

den; zu gegeb enem k sollen dazu endlic h viele (et w a N ) T erme ausreic hen. Mithin soll f

•

ur

E ! 1 ; r ! 0 ; E r � 1 gelten

( E r )

� k

k � �

N

X

j =1

�

j

�

j

k

E ;r

� ! 0 : (2.2.9)

Im folgenden seien #; #

0

2 �; wir w ollen ihren Abstand

"

mit Genauigk eit ( E r )

k

\ im

genann ten Bereic h b esc hreib en. Dazu sei zun

•

ac h t r > 0 fest; wir b etrac h ten

sup

E � r

� 1

k # � #

0

k

E ;r

r

k

(1 + E )

k

: (2.2.10)

Das ist in gewisser W eise ein Ma� f

•

ur den gesuc h ten Abstand b ei festem r . Wieder wurde (1 + E )

statt E im Nenner v erw endet, um Probleme b ei E = 0 auszusc hlie�en. Statt der Sc hrank e

E � r

� 1

( E r � 1) k

•

onn te

•

ubrigens E r � w

0

mit einer b eliebi gen p ositiv en Konstan ten w

0

eingesetzt w erden; f

•

ur die folgende Argumen tation w

•

are das ohne Belang. Andererseits sc hein t

es k einen Grund zu geb en, w arum in Mo dellen eine in trinsisc he Konstan te w

0

auftreten sollte;

daher setzen wir ohne gro�en V erlust an Allgemeinheit w

0

= 1.

Um Punktfelder zu b esc hreib en, in teressiert uns n ur das V erhalten v on � in einer b eliebig

kleinen Umgebung v on x = 0; wir m

•

ussen daher den Ausdruc k (2.2.10) im Limes r ! 0

b etrac h ten - um die Existenz stets zu garan tieren, w

•

ahlt man den limes sup erior. Au�erdem

ist es f

•

ur die Konstruktion in Absc hnitt 2.3 erforderlic h, die W erte v on r aus einer diskreten

Nullfolge � = ( r

n

) � R

+

zu w

•

ahlen (man m u� daraus dann T eilfolgen aussondern). Das f

•

uhrt

uns zu dem Ausdruc k

lim sup

n !1

sup

E � r

� 1

n

k # � #

0

k

E ;r

n

r

k

n

(1 + E )

k

; (2.2.11)

der den gew

•

unsc h ten Abstand asymptotisc h f

•

ur r ! 0 b esc hreibt. Im mathematisc hen Sinne

ist er ab er so no c h k eine (Pseudo-)Metrik, da der limes sup erior ev en tuell 1 ergibt, et w a

w enn k # � #

0

k

E ;r

/ ( E r )

k � 1

. Um dies zu umgehen, f

•

uhren wir die F unktion Z ( x ) :=

x

1+ x

ein

und setzen

d

k

( #; #

0

) := lim sup

n !1

Z

�

sup

E � r

� 1

n

k # � #

0

k

E ;r

n

r

k

n

(1 + E )

k

�

: (2.2.12)
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Die d

k

sind dann Pseudometrik en auf �. Die gew

•

unsc h te T op ologie soll Kon v ergenz aller

p olynomial abfallenden An teile f

•

ur r ! 0 b esc hreib en, also Kon v ergenz b ez

•

uglic h aller d

k

.

Dazu de�nieren wir eine w eitere Pseudometrik:

d ( #; #

0

) :=

1

X

k =0

2

� k

d

k

( #; #

0

) : (2.2.13)

Im folgenden b etrac h ten wir � mit der v on d induzierten T op ologie, die no c h v on der gew

•

ahl-

ten Nullfolge � abh

•

angt. Wir k

•

onnen unsere Phasenraum b edingung dann so form ulieren:

Eigensc haft 2.1. Es gibt F unktionale �

j

2 � und Line arformen �

j

2 �

1

( j 2 N ) , so da� b ei

ge eigneter Wahl der Nul lfolge � gilt

� =

1

X

j =1

�

j

�

j

:

Die R eihe konver giert dab ei im Sinne der in (2.2.13) de�nierten Pseudometrik d .

Der hier de�nierte Kon v ergenzb egri� b edeutet im w esen tlic hen das in (2.2.9) Geforderte.

Wir hab en ihn sogar no c h et w as sc h

•

arfer form uliert und k

•

onnen statt E ! 1 auc h E =

const: setzen; dies wird in Kapitel 3 wic h tig, um den v on Haag und Ojima v orgesc hlagenen

F ormalism us zur

•

uc kzugewinnen.

2.3 Reduktion

Es gilt jetzt, die Konsequenzen der eb en aufgestellten Phasenraum b edingung zu analysieren.

V or allem w ollen wir die in der Appro ximationsreihe auftretenden Linearformen �

j

als lok ale

Punktfelder in terpretieren. Dazu sind ab er no c h einige Umform ungen n

•

otig, die in diesem

Absc hnitt durc hgef

•

uhrt w erden.

Wir b etrac h ten im folgenden eine Theorie, die die Eigensc haft 2.1 b esitzt; man hat also

� =

P

�

j

�

j

. Diese Reihendarstellung v on � ist ab er nic h t eindeutig; sie k

•

onn te neb en den

v erm uteten Punktfeldern auc h

"

redundan te \ T erme en thalten: Seien et w a ^ � 2 � und

^

� 2 �

1

b eliebig v orgegeb en, dann k ann man die Reihe auc h sc hreib en als

� = �

1

�

1

+ : : : + �

j

�

j

+

^

� ^� �

^

� ^� + �

j +1

�

j +1

+ : : : (2.3.1)

o der et w as subtiler als

� = �

1

�

1

+ : : : + ( �

j

�

^

� ) �

j

+

^

� ( �

j

+ �

j +1

) + ( �

j +1

�

^

� ) �

j +1

+ : : : (2.3.2)

Die in diesen Darstellungen auftretenden quadratisc hen F ormen sind sic her im allgemeinen

k eine lok alen Punktfelder, sc hlie�lic h k onn te

^

� 2 �

1

b eliebig gew

•

ahlt w erden.

Zur Konstruktion v on Punktfeldern m u� man also zumindest lineare Unabh

•

angigk eit der

F unktionale �

j

fordern; die tats

•

ac hlic h b en

•

otigte Bedingung ist sogar et w as sc h

•

arfer. Aus an-

deren Gr

•

unden w erden wir sp

•

ater auc h lineare Unabh

•

angigk eit der �

j

v erw enden. Ziel dieses

Absc hnitts ist es, die Appro ximationssumme so umzuformen, da� die genann ten Unabh

•

angig-

k eitsb edingungen erf

•

ullt w erden. Gleic hzeitig k onstruieren wir eine Ordn ung im r -V erhalten

der F unktionale �

j

; wir k onkretisieren damit die heuristisc hen

•

Ub erlegungen aus (2.1.6), las-

sen allerdings das E -V erhalten der Appro ximationsterme dab ei au�er Betrac h t.
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Zuerst b ehandeln wir die lineare Unabh

•

angigk eit der quadratisc hen F ormen �

j

. Wir k

•

onnen

die Summanden der Reihe aus Eigensc haft 2.1 so zusammenfassen, da� jew eils endlic h viele

der �

j

linear unabh

•

angig w erden: Ist das nic h t b ereits der F all, dann sei N minimal, so da�

�

1

: : : �

N

linear abh

•

angig sind; es gilt also

�

N

=

N � 1

X

j =1

�

j

�

j

(2.3.3)

mit gewissen �

j

. Wir sc hreib en dann

N

X

j =1

�

j

�

j

=

N � 1

X

j =1

�

j

( �

j

+ �

j

�

N

) +

�

�

N

�

N � 1

X

j =1

�

j

�

j

�

| {z }

=0

�

N

=:

N � 1

X

j =1

�

j

^�

j

: (2.3.4)

Wir erhalten also wieder eine Appro ximationssumme der gew

•

unsc h ten F orm, in der die �

j

ab er linear unabh

•

angig sind. Das V erfahren k ann n un f

•

ur N ! 1 iteriert w erden; da stets

n ur endlic he Summen umgeform t w erden, treten dab ei k eine Umordn ungsprobleme auf. Wir

erhalten also (durc h Neub ezeic hn ung der ^�

j

)

� =

X

j

�

j

�

j

mit linear unabh

•

angigen �

j

: (2.3.5)

Ev en tuell v erbleib en in der Reihe n ur endlic h viele T erme, w as im folgenden ab er ohne Belang

ist.

Jetzt b efassen wir uns mit der Unabh

•

angigk eit der �

j

; gleic hzeitig sollen diese nac h ihrem

r -V erhalten geordnet w erden. Die Konstruktion gesc hieh t wie f

•

ur die �

j

induktiv, ist ab er

ungleic h l

•

anger; wir f

•

uhren sie daher zun

•

ac hst f

•

ur die ersten T erme der Appro ximation durc h

und diskutieren das Induktionssc hema sp

•

ater.

Es sei dazu zun

•

ac hst k := 1; wir w

•

ahlen N gro� gen ug, damit

d

k

�

� ;

n

X

j =1

�

j

�

j

�

= 0 8 n � N ; (2.3.6)

w egen der Kon v ergenz der Reihe ist das nac h (2.B.14) immer m

•

oglic h. Nun sei f

•

ur j � N

^�

j

( r ) := k �

j

k

r

: (2.3.7)

Wir k

•

onnen annehmen, da� diese F unktionen f

•

ur r > 0 strikt p ositiv e W erte hab en; w

•

are

n

•

amlic h �

j

d A ( O

r

) = 0 f

•

ur ein r > 0, dann k

•

onn te der T erm �

j

�

j

in der En t wic klung (2.3.5)

auc h en tfallen. Um die ^ �

j

hinsic h tlic h ihres V erhalten auf der Nullfolge � = ( r

n

) zu v ergleic hen,

v erw enden wir folgende Notation:

^�

i

�

�

^�

j

: , ^�

i

( r

n

) � ^�

j

( r

n

) � const: ; (2.3.8)

^�

i

�

�

^�

j

: , ^�

i

( r

n

) � const: � ^�

j

( r

n

) � ^�

i

( r

n

) � const:

0

; (2.3.9)

^�

i

�

�

^�

j

: ,

^�

i

( r

n

)

^�

j

( r

n

)

� � � !

n !1

0 : (2.3.10)
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Die Eigensc haften dieser Relationen w erden in Anhang 2.A n

•

aher un tersuc h t.

Wir nehmen n un an, da� zumindest f

•

ur ein j und nac h ev en tuellem

•

Ub ergang zu einer

T eilfolge v on � gilt

r

k

�

�

^�

j

; (2.3.11)

falls das nic h t m

•

oglic h ist, dann folgt r

k

�

�

^�

j

8 j � N ; wir erh

•

ohen dann k und b eginnen die

Konstruktion erneut

2

b ei (2.3.6).

Man k ann auf F := f ^�

1

; : : : ; ^�

N

; r

k

g n un das in Anhang 2.A (Aussage 2.7) en t wic k elte

V erfahren an w enden; daraus erh

•

alt man nac h

•

Ub ergang zu einer T eilfolge v on � ein N

1

2 N

und ein �

1

2 F , so da�

^�

j

�

�

�

1

f

•

ur 0 < j � N

1

; (2.3.12)

^�

j

�

�

�

1

f

•

ur N

1

< j � N ; (2.3.13)

r

k

�

�

�

1

: (2.3.14)

Die letzte Relation k ann w egen (2.3.11) erreic h t w erden. Durc h Ausw ertung v on (2.3.6) ergibt

sic h

d [ �

1

; k ; � ]

�

� ;

N

1

X

j =1

�

j

�

j

�

= 0 : (2.3.15)

Jetzt b efassen wir uns mit der Unabh

•

angigk eit der �

j

. Wir nehmen an, da� �

1

: : : �

N

1

linear abh

•

angig sind im folgenden Sinne: Es geb e � 2 R

N

1

nf 0 g , so da� (ev en tuell b ez

•

uglic h

einer T eilfolge v on � ) gilt

1

�

1

( r

n

)







N

1

X

j =1

�

j

�

j







r

n

! 0 : (2.3.16)

Ohne Einsc hr

•

ankung der Allgemeinhei t sei dab ei �

N

1

= 1. Dann k ann die Appro ximations-

summe f

•

ur � wie folgt umgesc hrieb en w erden:

N

X

j =1

�

j

�

j

=

N

1

� 1

X

j =1

( �

j

� �

j

�

N

1

) �

j

+ �

N

1

�

�

N

1

+

N

1

� 1

X

i =1

�

i

�

i

�

+

N

X

j = N

1

+1

�

j

�

j

(2.3.17)

=:

N

X

j =1

^

�

j

^�

j

:

Wir hab en also wiederum eine andere Darstellung der Appro ximationssumme gefunden; da

die F unktionale ^�

j

f

•

ur j 6= N

1

mit den �

j

•

ub ereinstimmen, gelten die Relationen (2.3.12)

bis (2.3.15) auc h f

•

ur die neue Aufteilung, allerdings jetzt mit N

1

� 1 statt N

1

. Au�erdem

sind auc h die

^

�

j

linear unab

•

angig, denn Span( �

1

; : : : ; �

N

1

) = Span(

^

�

1

; : : : ;

^

�

N

1

� 1

; �

N

1

). Wir

lassen das

"

Dac h \

•

ub er den Sym b olen im folgenden wieder w eg.

2

Zu Details siehe Abbildung 2.1.
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Nac h endlic h vielen solc hen Sc hritten

3

gelangen wir sc hlie�lic h zu einer En t wic klung der

F orm (2.3.5), die nic h t n ur die Bedingungen (2.3.12) bis (2.3.15) erf

•

ullt, sondern in der auc h

k eine

"

linearen Abh

•

angigk eiten \ der F orm (2.3.16) auftreten; mithin gilt







N

1

X

j =1

�

j

�

j







r

n

� C ( � ) � �

1

( r

n

) (2.3.18)

mit Konstan ten C ( � ) > 0 ( � 6= 0). Wir w erden n un zeigen, da� diese Konstan ten sogar

gleic hm

•

a�ig in (normiertem) � gew

•

ahlt w erden k

•

onnen. Dazu sei � 6= 0 festgehalten und

� 2 R

N

1

. Wir hab en dann

1

�

1

( r

n

)







N

1

X

i =1

( �

i

+ �

i

) �

i







r

n

�

k

P

�

i

�

i

k

r

n

�

1

( r

n

)

�

k

P

�

i

�

i

k

r

n

�

1

( r

n

)

� C ( � ) �

X

i

j �

i

j

k �

i

k

r

n

�

1

( r

n

)

(2.3.12)

� C ( � ) � N

1

d max

i

j �

i

j (2.3.19)

mit einer Konstan ten d > 0. F

•

ur gen

•

ugend kleine � k ann man N

1

d max

i

j �

i

j <

1

2

C ( � ) ab-

sc h

•

atzen. Das b edeutet, da� die Konstan te C ( � ) in (2.3.18) lok al gleic hm

•

a�ig gew

•

ahlt w erden

k ann; aus Kompaktheitsgr

•

unden l

•

a�t sie sic h dann f

•

ur � aus der Einheitskugel gleic hm

•

a�ig

absc h

•

atzen, w eshalb wir mit geeignetem c > 0 die Sc hrank e (2.3.18) ersetzen k

•

onnen durc h







N

1

X

j =1

�

j

�

j







r

n

� c k � k �

1

( r

n

) : (2.3.20)

Die Konstruktion f

•

ur die ersten T erme der En t wic klung ist damit abgesc hlossen. Wir k on-

struieren n un induktiv w eitere F unktionen �

�

mit �

1

� �

2

� : : : , zu denen jew eils F unktionale

�

N

� � 1

+1

; : : : ; �

N

�

mit passendem r -V erhalten geh

•

oren. (F

•

ur die bisherige Konstruktion w ar

� = 1.) Im Detail v erl

•

auft das so:

Hab en wir sc hon �

� � 1

und die zugeh

•

origen F unktionale k onstruiert, dann b etrac h ten wir

wie zuv or

^�

j

:= k �

j

k

r

; N

� � 1

< j � N : (2.3.21)

Wir erh

•

ohen k und N , bis wieder gilt

d

k

�

� ;

n

X

i =1

�

i

�

i

�

= 0 8 n � N ; r

k

�

�

^�

j

(2.3.22)

f

•

ur ein j zwisc hen N

� � 1

+ 1 und N . Ev en tuell durc h Erh

•

ohen v on N hinzugenommene T erme

�

m

�

m

erf

•

ullen dab ei w eiterhin ^�

m

� �

� � 1

, wie man aus (2.3.6) sieh t. Un ter Umst

•

anden k ann

k auc h b eliebi g gro� gew

•

ahlt w erden, ohne da� (2.3.22) erf

•

ullt ist; dann erh

•

alt man eine

abbrec hende Appro ximationsreihe.

3

Dab ei bleibt w egen V oraussetzung (2.3.11) stets N

1

� 1.
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Abbildung 2.1: Zum Bew eis v on Satz 2.2

' & % $

 ! " #
k := 1 ; � := 1; N

0

:= 0

� = ( r

n

) wie v orausgesetzt

��
Erg

•

anze die En t wic klung

(erh

•

ohe N ), so da�

d

k

(� ;

P

n

j =1

�

j

�

j

) = 0 8 n � N

��

k ! k + 1

oo

� ! � + 1

//
^�

j

:= k �

j

k

r

f

•

ur N

� � 1

< j � N

��
Gibt es j mit ^�

j

� r

k

,

zumindest bzgl. einer T eilfolge?

nein //

ja

��

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _�

�

�

�_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _
d

k

(� ;

P

N

� � 1

j =1

�

j

�

j

) < 1

OO

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _�
�
�

�
�
�_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

d [ �

�

; k ; � ](� ;

P

N

�

j =1

�

j

�

j

)

= 0

OO

durc h

•

Ub ergang zu einer T eilfolge:

9 N

�

> N

� � 1

und �

�

� �

� � 1

mit

^�

j

� �

�

( N

� � 1

< j � N

�

);

^�

j

� �

�

( j > N

�

); r

k

� �

�

��
Sind die �

N

� � 1

+1

: : : �

N

�

linear

unabh

•

angig im Sinne v on (2.3.18) ?

nein //
@ A

ja

OO

eliminiere ein �

j

( N

� � 1

< j � N

�

)

gem

•

a� (2.3.17);

N

�

! N

�

� 1

E D
oo
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Analog zu (2.3.12) bis (2.3.14) k

•

onnen wir die F unktionen ^�

j

wieder durc h

•

Ub ergang zu

einer T eilfolge v on � ordnen: Es gibt �

�

� �

� � 1

und N

�

> N

� � 1

mit

^�

j

�

�

�

�

f

•

ur N

� � 1

< j � N

�

; (2.3.23)

^�

j

�

�

�

�

f

•

ur N

�

< j � N ; (2.3.24)

r

k

�

�

�

�

�

�

�

� � 1

: (2.3.25)

Wie in (2.3.17) w erden n un ev en tuelle lineare Abh

•

angigk eiten der �

N

� � 1

+1

: : : �

N

�

en tfern t;

die ersten N

� � 1

T erme der En t wic klung bleib en da v on ab er un b er

•

uhrt, insb esondere m

•

ussen

�

1

: : : �

N

� � 1

nic h t ge

•

andert w erden. Man erh

•

alt dann analog zu (2.3.20)







N

�

X

j = N

� � 1

+1

�

j

�

j







r

n

� k � k �

�

( r

n

) � const: 8 � 2 R

N

�

� N

� � 1

: (2.3.26)

Damit sind die n

•

ac hsten T erme der En t wic klung b ehandelt; wir hab en

d [ �

�

; k ; �

�

]

�

� ;

N

�

X

j =1

�

j

�

j

�

= 0 : (2.3.27)

Abbildung 2.1 zeigt den V erlauf der gesam ten Konstruktion. Man b eac h te, da� stets nac h

endlic hen vielen Sc hritten en t w eder � o der k erh

•

oh t w erden, w ob ei auc h die Erh

•

oh ung v on �

o�en bar n ur endlic h oft m

•

oglic h ist, ohne k zu inkremen tieren. Als Endergebnis erhalten wir:

Satz 2.2. Wir b etr achten ein Netz von lokalen A lgebr en, das die Eigenschaft 2.1 mit einer

Nul lfolge � erf

•

ul lt. Dann gibt es

4

� Nul lfolgen � = �

0

� �

1

� �

2

� : : : ,

� ganze Zahlen 0 = N

0

< N

1

< N

2

< : : : ,

� F unktionen �

1

�

�

1

�

2

�

�

2

: : : von R

+

nach R

+

mit �

�

�

�

�

r

k

f

•

ur ge eignetes k ( � ) ,

� line ar unabh

•

angige quadr atische F ormen �

j

2 �

1

,

� F unktionale �

j

2 � mit k �

j

k

r

�

�

�

�

�

f

•

ur N

� � 1

< j � N

�

,

au�er dem zu je dem k 2 N ein � , so da�

d [ r

k

; k ; �

�

]

�

� ;

N

�

X

j =1

�

j

�

j

�

= 0

und zu je dem � ein k 2 N , so da�

d [ �

�

; k ; �

�

]

�

� ;

N

�

X

j =1

�

j

�

j

�

= 0 :

4

Die Gr

•

o�en �

j

; �

j

m

•

ussen nic h t un b edingt mit denen

•

ub ereinstimmen m

•

ussen, mit denen wir die Konstruk-

tion b egonnen hab en - wir v erzic h ten jedo c h aus Gr

•

unden der

•

Ub ersic h tlic hk ei t auf eine neue Bezeic hn ung.
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Weiterhin existiert zu � eine Konstante c > 0 , so da� f

•

ur al le � 2 R

N

�

� N

� � 1







N

�

X

j = N

� � 1

+1

�

j

�

j







r

n

� k � k c �

�

( r

n

) ( r

n

2 �

�

) :

Die W erte v on � k

•

onnen dab ei ev en tuell aus ganz N gew

•

ahlt w erden; es k ann ab er auc h

sein, da� die F olgen N

1

; N

2

; : : : usw. abbrec hen und en tsprec hend n ur endlic h viele W erte

v on � und j auftreten. Wir w erden in diesem Zusammenhang manc hmal auc h v on zul

•

assigen

Werten f

•

ur � sprec hen, meist ab er stillsc h w eigend v oraussetzen, da� ein auftretendes � n ur

solc he W erte annimm t.

Die

"

Hierarc hie v on F unktionen \ �

�

und die zugeh

•

origen

"

Dimensionen \

5

N

�

wurden im

Rahmen der Konstruktion auf rec h t k omplizierte W eise gew onnen. Bei k onkreten Mo dellen

wird man jedo c h detailliertere Informationen

•

ub er die F unktionale �

j

und quadratisc hen

F ormen �

j

b esitzen, die eine V ereinfac h ung der Konstruktion und eine explizite Bestimm ung

(bzw. Absc h

•

atzung) der N

�

erm

•

oglic hen:

F

•

ur die Rek onstruktion der F elder geh t man v on einer Reihenen t wic klung der in Eigen-

sc haft 2.1 geforderten F orm aus. Dab ei wird man t ypisc herw eise sc hon a priori erreic hen

k

•

onnen, da� die F ormen �

j

linear unabh

•

angig sind. Der Nac h w eis hierv on wird z.B. dadurc h

erleic h tert, da� die �

j

un tersc hiedlic hes Ho c henergiev erhalten aufw eisen: Zumindest in Theo-

rien mit Ultra violett-Fixpunkt k ann man erw arten, da� die Ausdr

•

uc k e k �

j

�

j

k

E ;r

tats

•

ac hlic h

n ur v om sk alenin v arian ten T erm E � r abh

•

angen; die

"

Hierarc hie \ im r -V erhalten der �

j

•

ub ertr

•

agt sic h also auf das E -V erhalten der �

j

. Dies sc hr

•

ankt die M

•

oglic hk eiten f

•

ur lineare

Relationen zwisc hen den �

j

deutlic h ein.

Kenn t man au�erdem die Normen der F unktionale �

j

und damit auc h die F unktionen �

�

explizit, dann k ann man f

•

ur die zugeh

•

origen Dimensionen N

�

sofort ob ere Sc hrank en angeb en,

denn im V erlauf der Konstruktion w erden h

•

oc hstens T erme en tfern t, und zw ar immer n ur

innerhalb eines

"

Blo c k es \ v on F unktionalen, die zum gleic hen r -V erhalten �

�

( r ) geh

•

oren. Um

auc h un tere Sc hrank en an N

�

zu gewinnen, reic h t es aus, Informationen

•

ub er die minimale

Zahl linear unabh

•

angiger T erme innerhalb eines solc hen Blo c k es zu b esitzen.

Eine andere Metho de zum Erhalt un terer Absc h

•

atzungen f

•

ur die N

�

ist die folgende: Bei

b ek ann ten �

�

hat man zu jedem � eine Appro ximationssumme �

�

, so da�

d [ �

�

; k ; �

�

](� ; �

�

) = 0 (2.3.28)

f

•

ur hinreic hend gro�es k . Kann man n un allgemein zeigen, da� eine (2.3.28) erf

•

ullende Summe

�

�

aus Rang-1-Op eratoren mindestens M T erme b esitzen m u�, dann gilt o�en bar N

�

� M .

Um diese Eigensc haft nac hzu w eisen, reic h t es un ter Umst

•

anden aus, die appro ximierenden

Abbildungen n ur auf einzelnen Punkten in

S

E

�

E

bzw. A ( O

r

) auszu w erten.

Sc hlie�lic h sei no c h b emerkt, da� die Ausw ahl v on T eilfolgen �

�

sic h in der allgemeinen

Konstruktion w ohl nic h t v ermeiden l

•

a�t, in k onkreten Mo dellen ab er v erm utlic h k eine Rolle

spielt - zumindest f

•

ur das in Kapitel 4 b ehandelte Beispiel der freien F eldtheorie ist die

Appro ximation unabh

•

angig v on der gew

•

ahlten T eilfolge, man k ann direkt die Limiten r ! 0

b etrac h ten.

5

Wir w erden in Kapitel 3 genauer darauf eingehen, in w elc hem Sinne es sic h um die Dimension eines

V ektorraums handelt.
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2.4 Lok alit

•

at der Punktfelder

Wir sind n un in der Lage nac hzupr

•

ufen, da� es sic h b ei den k onstruierten �

j

um punktartig

lok alisierte Quan tenfelder handelt; die k ausalen V ertausc h ungsrelationen der lok alen Algebren

A ( O ) w erden quasi auf die Basis des Phasenraums

•

ub ertragen.

Wie in Absc hnitt 1.3 b ereits erw

•

ahn t, l

•

a�t sic h die Lok alit

•

atsb edingung nic h t direkt f

•

ur

am Punkt lok alisierte quadratisc he F ormen � ( x ) form ulieren; man m u� zu den ausin tegrierten

F eldern � ( f )

•

ub ergehen. F redenhagen und Hertel [13 ] hab en ab er hinreic hende (und in einem

gewissen Rahmen auc h not w endige) Bedingungen angegeb en, un ter denen sic h die Kausalit

•

ats-

struktur der A ( O ) auf eine quadratisc he F orm �

•

ub etragen l

•

a�t: Man setzt R = (1 + H )

� 1

;

mit geeignetem l 2 N soll dann gelten

k R

l

�R

l

k < 1 ; (2.4.1)

R

l

�R

l

2 R

l

A ( O ) R

l

w

f

•

ur jede Nullumgebung O : (2.4.2)

Un ter diesen Bedingungen l

•

a�t sic h � zu einem Wigh tmanfeld � ( f ) ausin tegrieren, das die

V ertausc h ungsrelationen (1.3.2) erf

•

ullt; wir w erden dies in Absc hnitt 2.5 explizit durc hf

•

uhren.

In teressan t ist hier die F orm ulierung (2.4.2) der Lok alit

•

atsb edingung: Wie sc hon in Ab-

sc hnitt 1.1 gesagt, ist die Bildung des sc h w ac hen Absc hlusses w esen tlic h, will man nic h t-

triviale Quan tenfelder erhalten ( R ist in v ertierbar). Auc h auf die F aktoren R

l

k ann nic h t

v erzic h tet w erden, da die A ( O ) b ereits sc h w ac h abgesc hlossen sind. Diese Energied

•

ampfung

darf ab er auc h nic h t zu sc harf sein, um die A ( O ) nic h t zu stark zu delok alisieren; so gilt et w a

zumindest in der freien F eldtheorie

6

P ( E ) A ( O ) P ( E )

w

= P ( E ) B ( H ) P ( E ) (2.4.3)

f

•

ur jedes o�ene O . Die bisher v erw endete sc harfe Energied

•

ampfung zerst

•

ort also die gew

•

unsc h-

te Lok alisierung, und wir m

•

ussen sie im Sinne v on (2.4.2) absc h w

•

ac hen.

Die b eiden Bedingungen (2.4.1) und (2.4.2) sind jetzt f

•

ur die in Satz 2.2 auftretenden

Linearformen �

j

nac hzu w eisen. F

•

ur Bedingung (2.4.1) ist das einfac h: P er V oraussetzung ist

�

j

2 �

1

, w eist also p olynomiales Ho c henergiev erhalten auf; nac h Lemma 2.10 (in Anhang

2.C) k ann man mit geeignetem l dann R

l

�

j

R

l

zu einem b esc hr

•

ankten Op erator fortsetzen.

Bedingung (2.4.2) w erden wir durc h Induktion nac h � f

•

ur �

1

: : : �

N

�

b ew eisen. F

•

ur � = 0

ist das trivial; sei also � � 1, und wir setzen v oraus, da�

R

l

�

j

R

l

2

\

O

R

l

A ( O ) R

l

w

f

•

ur 1 � j � N

� � 1

(2.4.4)

(der Durc hsc hnitt l

•

auft

•

ub er alle Nullumgebungen).

Aussagen

•

ub er das r -V erhalten der Appro ximationsterme in Satz 2.2 b esitzen wir n ur auf

der Nullfolge �

�

= ( r

n

). Zu �nden ist eine F olge v on lok alen Observ ablen A

( n )

k

2 A ( O

r

n

), so

da� et w a

R

l

A

( n )

k

R

l

w

� � � � !

n !1

R

l

�

k

R

l

; N

� � 1

< k � N

�

: (2.4.5)

6

Man k ann (2.4.3) allgemein un ter V oraussetzung v on sc h w ac her Additivit

•

at der lok alen Algebren erhalten,

indem man Analytizit

•

atsargume n te wie im Bew eis des Satzes v on Reeh und Sc hlieder v erw endet. Die Gleic h ung

bleibt auc h dann no c h ric h tig, w enn man P ( E ) durc h e

� � H

ersetzt.
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Zur Konstruktion der A

( n )

k

m

•

ussen wir die Reihenen t wic klung � =

P

�

j

�

j

ausn utzen. Um �

k

zu appro ximieren, liegt es nahe, die A

( n )

k

als eine Art duale Basis zu den �

j

zu w

•

ahlen: Es

sollte �

j

( A

( n )

k

) = �

j k

gelten. Um dies zumindest teilw eise zu erreic hen, de�nieren wir die A

( n )

k

zu

•

ac hst als Linearformen auf dem endlic hdimensional en Raum

S

�

:= Span f �

N

� � 1

+1

d A ( O

r

n

) ; : : : ; �

N

�

d A ( O

r

n

) g � �( O

r

n

) (2.4.6)

direkt durc h F estsetzung v on

A

( n )

k

( �

j

) := �

j k

; N

� � 1

< j; k � N

�

: (2.4.7)

Die Norm dieser Linearformen auf S

�

ist dann

k A

( n )

k

k

S

�

= sup

� 2 S

�

j A

( n )

k

( � ) j

k � k

r

n

= sup

� 6=0

j A

( n )

k

(

P

�

j

�

j

) j

k

P

�

j

�

j

k

(Satz 2.2)

� sup

� 6=0

j �

k

j

k � k �

�

( r

n

)

� const:

( j l

•

auft v on N

� � 1

+ 1 bis N

�

.)

�

1

�

�

( r

n

)

� const: (2.4.8)

Mit Hilfe des Satzes v on Hahn-Banac h k

•

onnen wir die A

( n )

k

n un zu Elemen ten des Dualraums

v on �( O

r

n

) fortsetzen; nac h (1.2.10) hat man �( O

r

n

)

�

= A ( O

r

n

). Die Normsc hrank e (2.4.8)

bleibt auc h f

•

ur die F ortsetzung b estehen. Wir erhalten also Op eratoren A

( n )

k

2 A ( O

r

n

) mit

�

j

( A

( n )

k

) = �

j k

f

•

ur N

� � 1

< j; k � N

�

; k A

( n )

k

k �

1

�

�

( r

n

)

� const: (2.4.9)

In leic h ter Ab w andlung v on (2.4.5) w erden wir im folgenden zeigen, da�

R

l

A

( n )

k

R

l

�

N

� � 1

X

j =1

�

j

( A

( n )

k

) R

l

�

j

R

l

w

� � � � !

n !1

R

l

�

k

R

l

; N

� � 1

< k � N

�

(2.4.10)

f

•

ur geeignetes l .

Wir b emerk en dazu die w egen (2.4.9) g

•

ultige Iden tit

•

at

N

� � 1

X

j =1

�

j

( A

( n )

k

) �

j

+ �

k

=

N

�

X

j =1

�

j

( A

( n )

k

) �

j

: (2.4.11)

Au�erdem pr

•

uft man sofort nac h, da� mit E

n

:= r

� 1

n

gilt

R

l

A

( n )

k

R

l

= R

l

(1 � P ( E

n

)) A

( n )

k

R

l

+ R

l

P ( E

n

) A

( n )

k

(1 � P ( E

n

)) R

l

+ R

l

P ( E

n

) A

( n )

k

P ( E

n

) R

l

(2.4.12)

und analoges f

•

ur �

j

statt A

( n )

k

.
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Nun sei � = (  j � � ) 2 � ein festgehaltenes V ektorfunktional. Zusammen mit der Drei-

ec ksungleic h ung liefern die Relationen (2.4.11) und (2.4.12):

�

�

�

�

R

l

A

( n )

k

R

l

�

N

� � 1

X

j =1

�

j

( A

( n )

k

) R

l

�

j

R

l

� R

l

�

k

R

l

�

�

�

(2.4.13)

�

�

�

�

�

R

l

(1 � P ( E

n

)) A

( n )

k

R

l

�

�

�

+

�

�

�

�

R

l

P ( E

n

) A

( n )

k

(1 � P ( E

n

)) R

l

�

�

�

(A)

+

N

�

X

j =1

�

�

�

j

( A

( n )

k

)

�

�

�

�

�

�

�

R

l

(1 � P ( E

n

)) �

j

R

l

�

�

�

+

�

�

�

�

R

l

P ( E

n

) �

j

(1 � P ( E

n

)) R

l

�

�

�

�

(B)

+

�

�

�

�

R

l

P ( E

n

)

�

A

( n )

k

�

N

�

X

j =1

�

j

( A

( n )

k

) �

j

�

P ( E

n

) R

l

�

�

�

: (C)

Man hat f

•

ur den ersten T eil des T erms (A)

�

�

�

�

R

l

(1 � P ( E

n

)) A

( n )

k

R

l

�
�

�

� k � k k R

l

(1 � P ( E

n

)) k k A

( n )

k

k k R

l

k

� k � k �

�

1

1 + E

n

�

l

1

�

�

( r

n

)

� const: ! 0 ; (2.4.14)

w enn l gen

•

ugend gro� ist, denn es gilt �

�

� r

k

f

•

ur ein k . Der zw eite Summand v ersc h windet

im Limes genauso.

W eiterhin ist in T erm (B)

�

�

�

j

( A

( n )

k

)

�

�

� k A

( n )

k

k k �

j

k

r

n

�

�

�

( r

n

)

�

�

( r

n

)

� const: � r

k

(2.4.15)

f

•

ur zu j passendes � � � und gen

•

ugend gro�es k 2 N . Wir w

•

ahlen l

0

2 N , so da� k R

l

0

�

j

R

l

0

k <

1 f

•

ur alle j � N

�

. Dann gilt

�

�

� ( R

l

(1 � P ( E

n

)) �

j

R

l

)

�

�

=

�

�

� ( R

l � l

0

(1 � P ( E

n

)) R

l

0

�

j

R

l

)

�

�

� k � k k (1 � P ( E

n

)) R

l � l

0

k k R

l

0

�

j

R

l

0

k � k � k

�

1

1 + E

n

�

l � l

0

k R

l

0

�

j

R

l

0

k ; (2.4.16)

das v ersc h windet f

•

ur n ! 1 sc hneller als jede feste P otenz v on r , w enn man l > l

0

passend

w

•

ahlt. Das Pro dukt aus (2.4.15) und (2.4.16) k on v ergiert damit gegen 0. F

•

ur den anderen

Summanden in (B) gilt en tsprec hendes.

Zu b etrac h ten bleibt no c h T erm (C):

�

�

�

�

R

l

P ( E

n

)

�

A

( n )

k

�

N

�

X

j =1

�

j

( A

( n )

k

) �

j

�

P ( E

n

) R

l

�

�

�

� ? (2.4.17)

Wir setzen B := P ( E

n

)

�

A

( n )

k

�

P

�

j

( A

( n )

k

) �

j

�

P ( E

n

). W eiterhin sei f

•

ur E

a

; E

b

� 0

^�

E

a

;E

b

:= �

�

P ( E

a

) P ( E

n

) � P ( E

n

) P ( E

b

)

�

2 �

E

min

(2.4.18)

mit E

min

:= min f E

n

; E

max

g und E

max

:= max f E

a

; E

b

g . Es ist o�ensic h tlic h, da�

� ( P ( E

a

) B P ( E

b

)) =

�

�

� �

N

�

X

j =1

�

j

�

j

�

^�

E

a

;E

b

�

( A

( n )

k

) ; (2.4.19)
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w ob ei wir � und die Appro ximationssumme hier auf �

E

min

und A ( O

r

n

) einsc hr

•

ank en d

•

urfen.

Wir wissen aus Satz 2.2, da� f

•

ur ein k

d [ �

�

; k ; �

�

]

�

� ;

N

�

X

j =1

�

j

�

j

�

= 0 (2.4.20)

und folglic h

lim

n !1

sup

E � E

n

k � �

P

�

j

�

j

k

E ;r

n

�

�

( r

n

)(1 + E )

k

= 0 : (2.4.21)

Zu v orgegeb enem � > 0 k

•

onnen wir also n so gro� w

•

ahlen, da� stets

j � ( P ( E

a

) B P ( E

b

)) j � k ^�

E

a

;E

b

k k A

( n )

k

k k � �

N

�

X

j =1

�

j

�

j

k

E

min

;r

n

� k � k

1

�

�

( r

n

)

�

�

( r

n

) (1 + E

min

)

k

� � const: � (1 + E

max

)

k

� c � �: (2.4.22)

Die hier eingef

•

uhrte Konstan te c h

•

angt nic h t v on � ab. Nac h Lemma 2.9 in Anhang 2.C k

•

onnen

wir n un eine eb enfalls nic h t v on � abh

•

angige Konstan te d �nden, so da�

j � ( R

l

B R

l

) j � � c d : (2.4.23)

Da � b eliebig w ar, v ersc h windet also auc h der T erm (C) im Limes n ! 1 .

Wir hab en damit den Grenzw ert in (2.4.10) etabliert. Ist O n un eine b eliebige Nullumge-

bung, dann gilt A

( n )

k

2 A ( O ) f

•

ur gro�e n und folglic h

R

l

�

k

R

l

2 R

l

A ( O ) R

l

+ R

l

A ( O ) R

l

w

w

= R

l

A ( O ) R

l

w

; N

� � 1

< k � N

�

: (2.4.24)

Der Induktionsb ew eis ist damit gef

•

uhrt, wir notieren no c h einmal das Ergebnis:

Satz 2.3. F

•

ur die in Satz 2.2 auftr etenden Line arformen �

j

gilt mit ge eignet zu j gew

•

ahltem l :

k R

l

�

j

R

l

k < 1 ; R

l

�

j

R

l

2 R

l

A ( O ) R

l

w

f

•

ur je de Nul lumgebung O :

2.5 In tegration zu Wigh tman-F eldern

Wir folgen jetzt der b ereits erw

•

ahn ten Arb eit v on F redenhagen und Hertel [13 ] und zeigen,

da� die b etrac h teten Linearformen �

j

durc h

"

V ersc hmieren \ mit geeigneten T estfunktionen

zu un b esc hr

•

ankten Op eratoren gemac h t w erden k

•

onnen, die k ausale V ertausc h ungsrelationen

erf

•

ullen.

Sei dazu � eine quadratisc he F orm auf

S

E

( H

E

� H

E

), w elc he die sc hon mehrfac h ge-

nann ten Bedingungen (2.4.1) und (2.4.2) erf

•

ullt. Wir de�nieren das mit einer T estfunktion

f 2 S ( R

s +1

)

"

v ersc hmierte \ F eld

� ( f ) :=

Z

d

s +1

x f ( x ) U ( x ) �U ( � x ) (2.5.1)
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zun

•

ac hst als quadratisc he F orm, d.h. als sc h w ac hes In tegral auf

S

E

( H

E

� H

E

) . Wir w erden

zeigen, da� es sic h auc h als Op erator au�assen l

•

a�t, und zw ar auf dem De�nitionsb ereic h

C

1

( H ) :=

\

l 2 N

R

l

H : (2.5.2)

Dieser Raum ist dic h t in H , denn sogar

S

E

H

E

� C

1

( H ) hat diese Eigensc haft.

Lemma 2.4. Das in (2.5.1) de�nierte � ( f ) l

•

a�t sich zu einem (im al lgemeinen unb eschr

•

ank-

ten) Op er ator auf dem De�nitionsb er eich C

1

( H ) erweitern. Dieser l

•

a�t C

1

( H ) invariant.

Beweis. Mit der in Lemma 2.11 (Anhang 2.C) b erec hneten V ertausc h ungsrelation

[ R; � ( f )] = � iR � ( @

t

f ) R (2.5.3)

(v on der es ausreic h t, sie auf einem dic h ten Bereic h zu k ennen) erh

•

alt man sofort, da� mit

k R

l

� ( f ) R

l

k < 1 8 f auc h k � ( f ) R

2 l

k < 1 gilt. F

•

ur � 2 C

1

( H ) ist die Abbildung

 7! (  j � ( f ) j � ) (2.5.4)

also stetig und wird daher v om Sk alarpro dukt mit einem V ektor � ( f ) � induziert. Die V ertau-

sc h ungsrelation (2.5.3) b edingt � ( f ) � 2 C

1

( H ).

Es ist klar, da� � ( f ) linear v on f abh

•

angt. Die Wigh tman-Axiome v erlangen au�erdem

no c h T emp eriertheit , das hei�t die Stetigk eit der Abbildung f 7! (  j � ( f ) � ) b ez

•

uglic h der

S ( R

s +1

)-T op ologie b ei festgehaltenem  ; � 2 C

1

( H ). Man erh

•

alt diese so:

j (  j � ( f ) � ) j �

Z

d

s +1

x j f ( x ) j j (  j U ( x ) �U ( � x ) � ) j

� k R

� l

 k k R

� l

� k k R

l

�R

l

k

Z

j f ( x ) j d

s +1

x ! 0 ; (2.5.5)

w enn f ! 0 in der S -T op ologie.

Nun m

•

ussen wir no c h die Lok alit

•

atsb edingung ausw erten. Dazu sei �

0

eine w eitere qua-

dratisc he F orm, die (2.4.1) und (2.4.2) gen

•

ugt. Wir zeigen, da� � ( f ) und �

0

( g ) dann k ausale

V ertausc h ungsrelationen erf

•

ullen.

Lemma 2.5. Seien f ; g 2 S ( R

s +1

) ; supp ( f ) und supp ( g ) seien r aumartig getr ennt. Dann

gilt

[ � ( f ) ; �

0

( g )] = 0

im Sinne von Op er ator en auf C

1

( H ) .

Beweis. Wir nehmen zun

•

ac hst an, da� supp ( f ) k ompakt ist. Dann k ann man eine Null-

umgebung O �nden, so da� auc h supp ( f ) + O und supp ( g ) + O raumartig getrenn t sind. Wir

w

•

ahlen Netze A

�

und B

�

in A ( O ), so da�

R

l

A

�

R

l

!

w

R

l

�R

l

; R

l

B

�

R

l

!

w

R

l

�

0

R

l

: (2.5.6)
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F

•

ur  ; � 2 C

1

( H ) folgt dann

(  j [ � ( f ) ; �

0

( g )] � )

=

Z

d

s +1

x f ( x ) lim

�

Z

d

s +1

y g ( y ) lim

�

(  j

�

U ( x ) A

�

U ( � x )

| {z }

2 A ( O +supp ( f ))

; U ( y ) B

�

U ( � y )

| {z }

2 A ( O +supp ( g ))

�

� ) = 0 : (2.5.7)

Das l

•

a�t sic h leic h t auf  2 H stetig erw eitern; mithin gilt [ � ( f ) ; �

0

( g )] � = 0, wie b ehauptet.

F

•

ur den F all, da� supp ( f ) nic h t k ompakt ist, f

•

uhrt eine Zerlegung f =

P

f

i

in T estfunktionen

mit k ompaktem T r

•

ager supp ( f

i

) � supp ( f ) zum Ziel.

Wir fassen die bisherigen Ergebnisse zusammen:

Korollar 2.6. Sei � eine quadr atische F orm auf

S

E

( H

E

� H

E

) , und es geb e ein l 2 N , so

da�

k R

l

�R

l

k � 1 und R

l

�R

l

2 R

l

A ( O ) R

l

w

f

•

ur je de Nul lumgebung O :

Dann ist

f 7! � ( f ) :=

Z

d

s +1

x f ( x ) U ( x ) �U ( � x )

eine temp erierte op er atorwertige Distribution, wob ei die Op er ator en � ( f ) den invarianten

dichten De�nitionsb er eich C

1

( H ) b esitzen.

Die quadr atische F orm �

0

erf

•

ul le die gleichen Be dingungen wie � ; dann gilt

[ � ( f ) ; �

0

( g )] = 0

f

•

ur f ; g 2 S ( R

s +1

) , der en T r

•

ager r aumartig getr ennt sind.

Wir hab en damit einen ersten T eil der Wigh tman-Axiome f

•

ur die aus Satz 2.2 erhaltenen

F elder �

j

v eri�ziert; die Wigh tman-Dom

•

ane ist D = C

1

( H ). Wie sc hon gesehen, ist D in v a-

rian t un ter den �

j

( f ) und en th

•

alt o�en bar auc h 
. Nac hzupr

•

ufen bleibt ab er no c h, da� auc h

die Darsteller U (� ; x ) der P oincar � e-T ransformationen D in v arian t lassen. Man b emerkt dazu,

da� w egen der Grupp enrelationen gilt

U (� ; x )

1

1 + H

U (� ; x )

�

=

1

1 + �

�

0

P

�

(2.5.8)

und folglic h f

•

ur  2 H und l 2 N

0

:

U (� ; x )

�

1

1 + H

�

l

 =

�

1

1 + �

�

0

P

�

�

l

U (� ; x )  : (2.5.9)

Damit wird

U (� ; x ) R

l

 = R

l

�

1 + H

1 + �

�

0

P

�

�

l

U (� ; x )  2 R

l

H ) U (� ; x ) D � D ; (2.5.10)

sofern wir no c h zeigen k

•

onnen, da�

1+ H

1+�

�

0

P

�

als b esc hr

•

ankter Op erator existiert. Dazu b emerkt

man, da� es � > 0 gibt mit

�

�

0

P

�

� �H : (2.5.11)
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Das ist zumindest in dem F all klar, da� � einen b o ost en tlang der 1-Ac hse darstellt, denn

dann ist mit gewissem � 2 R

�

�

0

P

�

= cosh � P

0

+ sinh � P

1

� cosh � H � j sinh � j j P

1

j � (cosh � � j sinh � j )

| {z }

=: �

H (2.5.12)

un ter V erw endung der Sp ektrumsb edingung. Allgemeine Loren tztransformationen ergeb en

sic h aus solc hen � durc h Komp osition mit r

•

aumlic hen Dreh ungen, die ab er die 0-Komp onen ten

der Mink o wskiv ektoren nic h t

•

andern. Wir erhalten also auc h im allgemeinen F all

1

1 + �

�

0

P

�

�

1

1 + �H

: (2.5.13)

Da sic her

1+ x

1+ �x

� 1 +

1

�

f

•

ur x 2 R

+

0

, folgt

1 + H

1 + �

�

0

P

�

�

1 + H

1 + �H

� const: )










1 + H

1 + �

�

0

P

�










< 1 : (2.5.14)

F

•

ur die obige Argumen tation ist es nat

•

urlic h w esen tlic h, da� die Op eratoren P

�

eine gemein-

same Sp ektralsc har b esitzen, so da� man die Absc h

•

atzungen v on reellen Zahlen direkt auf

Op eratoren

•

ub ertragen k ann.

2.A Eine Pr

•

a-Ordn ung auf F unktionen R

+

! R

+

Es sei F eine endlic he Menge v on F unktionen f : R

+

! R

+

. Wir w ollen die Elemen te v on F

in ihrem V erhalten f

•

ur x ! 0 v ergleic hen; durc h Einsc hr

•

ankung auf gewisse Nullfolgen w erden

wir F sogar hinsic h tlic h des Abfallv erhaltens der F unktionen v ollst

•

andig ordnen k

•

onnen.

Sei dazu x = ( x

n

) eine Nullfolge in R

+

. Wir f

•

uhren auf F folgende Pr

•

a-Ordn ung ein:

f �

x

g : , f ( x

n

) � g ( x

n

) � const: (2.A.1)

(T ransitivit

•

at und Re
exivit

•

at sind klar.) W eiter sc hreib en wir

f �

x

g : , f �

x

g ^ g �

x

f : (2.A.2)

Dann ist �

x

eine

•

Aquiv alenzrelation, und �

x

liefert eine Ordn ung auf den

•

Aquiv alenzkl assen.

F

•

ur unsere Zw ec k e wic h tig ist das V erhalten der eingef

•

uhrten Ordn ung b ei

•

Ub ergang zu

einer T eilfolge y = ( y

n

) v on x . Man hat unmittelbar

f �

x

g ) f �

y

g ; (2.A.3)

jedo c h gilt die Umk ehrung im allgemeinen nic h t; insb esondere k

•

onn te f �

x

g , f 6�

x

g gelten,

ab er trotzdem f �

y

g . Allerdings bleibt die sc h

•

arfere Bedingung

f �

x

g : ,

f ( x

n

)

g ( x

n

)

� !

n !1

0 (2.A.4)

auc h b ez

•

uglic h T eilfolgen erhalten.
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Eine w eitere Eigensc haft der eingef

•

uhrten Ordn ung ist, da� man sie durc h

•

Ub ergang zu

T eilfolgen v erfeinern k ann. Es sei et w a g 6�

x

f . Aus der De�nition (2.A.1) sieh t man, da�

dann eine T eilfolge y v on x existieren m u�, so da� f ( y

n

) =g ( y

n

) ! 0; das b edeutet ab er

f �

y

g . In b esondere k ann man mit dieser Metho de nic h t v ergleic h bare Elemen te v on F mittels

•

Ub ergang zu T eilfolgen v ergleic h bar mac hen.

Es sei n un f

1

ein maximales Elemen t

7

b ez

•

uglic h der de�nierten (Halb-)Ordn ung. F alls

f 2 F mit f

1

v ergleic h bar ist, gilt also f �

x

f

1

; dasselb e k

•

onnen wir durc h

•

Ub ergang zu einer

T eilfolge erreic hen, falls f und f

1

nic h t (b ez

•

uglic h x ) v ergleic h bar sind. In der Halb ordn ung

"

�

y

\ mit einer geeigneten T eilfolge y ist f

1

also ob ere Sc hrank e v on F . Wir k

•

onnen n un

(wiederum durc h

•

Ub ergang zu T eilfolgen) erreic hen, da� f

•

ur f 2 F en t w eder f �

y

f

1

o der

f �

y

f

1

. Ist w eiter f

0

2 F und gilt so w ohl f �

y

f

1

als auc h f

0

�

y

f

1

, dann folgt f

0

�

y

f . Man

erh

•

alt also folgende Aussage:

Aussage 2.7. Sei F wie ob en, j F j = m und x = ( x

n

) eine Nul lfolge in R

+

. Dann gibt es

eine T eilfolge y von x und ^m 2 N , so da�

F = f f

1

; : : : ; f

^m

; f

^m +1

; : : : ; f

m

g ;

f

i

�

y

f

j

f

•

ur 1 � i; j � ^m ;

f

i

�

y

f

j

f

•

ur ^m < i � m ; 1 � j � ^m :

2.B T op ologisierung des Raumes �

In Absc hnitt 2.2 hab en wir einen Raum v on linearen Abbildungen

S

E

�

E

! � b etrac h tet:

� =

n

# :

[

E

�

E

! � linear

�

�

�

k # d �

E

k � (1 + E )

k

� const: f

•

ur ein k > 0

o

: (2.B.1)

Auf � wurde durc h Pseudometrik en d

k

eine T op ologie de�niert. Wir geb en hier eine erw eiterte

F assung der De�nition und un tersuc hen einige ihrer mathematisc hen Konsequenzen.

Dazu sei � = ( r

n

) eine Nullfolge in R

+

, f : R

+

! R

+

eine F unktion so wie k � 0. W eiter

sei wieder Z ( x ) =

x

1+ x

f

•

ur x � 0. Z w

•

ac hst monoton und erf

•

ullt Z ( x ) ! 1 f

•

ur x ! 1 . Wir

setzen dann f

•

ur #; #

0

2 �

d [ f ; k ; � ]( #; #

0

) := lim sup

n !1

Z

�

sup

E � r

� 1

n

k # � #

0

k

E ;r

n

f ( r

n

)(1 + E )

k

�

: (2.B.2)

Die d [ f ; k ; � ] sind Pseudometrik en auf �; die Dreiec ksungleic h ung erh

•

alt man dab ei aus den

b ek ann ten Eigensc haften des Suprem ums

8

und der F unktion Z . Die Pseudometrik en sind

translationsin v arian t, d.h. es gilt

d [ f ; k ; � ]( # + �; #

0

+ � ) = d [ f ; k ; � ]( #; #

0

) 8 #; #

0

; � 2 � : (2.B.3)

7

Die Existenz solc her maximalen Elemen te ist hier trivial, da die b etrac h tete Menge F endlic h ist.

8

Man b eac h te ab er, da� das In�mum bzw. der limes inferior die Dreiec ksunglei c h un g v erletzen.
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O�ensic h tlic h ist d [ f ; k ; � ]( #; #

0

) 2 [0 ; 1]. Das Innere und die Grenzen dieses In terv alls hab en

eine sp ezielle Bedeutung; es gilt jew eils f

•

ur n ! 1 :

d [ f ; k ; � ]( #; #

0

) = 0 , sup

E � r

� 1

n

k # � #

0

k

E ;r

n

f ( r

n

)(1 + E )

k

! 0 ; (2.B.4)

d [ f ; k ; � ]( #; #

0

) > 0 , sup

E � r

� 1

n

k # � #

0

k

E ;r

n

f ( r

n

)(1 + E )

k

� const: > 0 auf einer T eilfolge ; (2.B.5)

d [ f ; k ; � ]( #; #

0

) < 1 , sup

E � r

� 1

n

k # � #

0

k

E ;r

n

f ( r

n

)(1 + E )

k

� const: < 1 ; (2.B.6)

d [ f ; k ; � ]( #; #

0

) = 1 , sup

E � r

� 1

n

k # � #

0

k

E ;r

n

f ( r

n

)(1 + E )

k

! 1 auf einer T eilfolge : (2.B.7)

Aus diesen Relationen ist klar, da� f

•

ur f �

�

f

0

gilt

d [ f ; k ; � ]( #; #

0

) < 1 ) d [ f

0

; k ; � ]( #; #

0

) = 0 ; (2.B.8)

d [ f

0

; k ; � ]( #; #

0

) > 0 ) d [ f ; k ; � ]( #; #

0

) = 1 : (2.B.9)

W eiter sei �

0

eine T eilfolge v on � ; dann hat man

d [ f ; k ; �

0

]( #; #

0

) � d [ f ; k ; � ]( #; #

0

) : (2.B.10)

Wir erhalten jetzt die in Absc hnitt 2.2 eingef

•

uhrten Pseudometrik en als Sp ezialfall, indem

wir f

•

ur k 2 N

0

setzen

d

k

:= d [ r

k

; k ; � ] (2.B.11)

und die nac h wie v or v orhandene Abh

•

angigk eit v on der Nullfolge � in der Notation un ter-

dr

•

uc k en. Nun de�nieren wir wie gehabt:

d ( #; #

0

) :=

1

X

k =0

2

� k

d

k

( #; #

0

) : (2.B.12)

Das ist dann wieder eine translationsin v arian te Pseudometrik auf �. Kon v ergenz b ez

•

uglic h d

b edeutet Kon v ergenz b ez

•

uglic h aller d

k

= d [ r

k

; k ; � ] ( k 2 N

0

). W egen (2.B.8) folgt ab er stets

d

k

( #; #

0

) < 1 ) d

k � 1

( #; #

0

) = 0; (2.B.13)

eine F olge #

n

k on v ergiert also genau dann b ez

•

uglic h d gegen # , w enn

8 k 9 N : 8 n � N : d

k

( #; #

n

) = 0 : (2.B.14)

Auc h d h

•

angt no c h v on der gew

•

ahlten Nullfolge � ab; geh t man zu einer T eilfolge v on �

•

ub er,

so wird die auf � gelieferte T op ologie w egen (2.B.10) o�en bar gr

•

ob er, der Kon v ergenzb egri�

sc h w

•

ac her.

Im

•

ubrigen ist die b esagte T op ologie im allgemeinen nic h t Hausdor� 'sc h - alle mehr als

p olynomial mit E r abfallenden An teile der Normen w erden v on d nic h t erfa�t. Sie ist auc h
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k eine V ektorraum top ologie, denn im allgemeinen ist die Sk alarm ultiplik ation nic h t d -stetig;

ist et w a d

k

( #; #

0

) = 1, dann folgt w egen (2.B.7) f

•

ur alle � 6= 0:

d

k

( �#; �#

0

) = 1 6! 0 f

•

ur � ! 0 : (2.B.15)

Zur hier gew

•

ahlten V erallgemeinerung der Pseudometrik en d

k

aus Absc hnitt 2.2 sei no c h

gesagt, da� man ohne w esen tlic he V erk omplizierung auc h v on den F aktoren (1 + E )

k

im Nenner

v on (2.B.2) zu allgemeinen F unktionen g ( E )

•

ub ergehen k

•

onn te. Dies w

•

are jedo c h f

•

ur die hier

durc hgef

•

uhrten Rec hn ungen ohne Belang, da wir et w a in Absc hnitt 2.3 n ur das r -V erhalten

der in teressierenden Appro ximationsterme genau analysieren; f

•

ur das E -V erhalten reic hen

Absc h

•

atzungen aus.

Andererseits sc hein t es sinn v oll anzunehmen, da� Ausdr

•

uc k e der F orm k # � #

0

k

E ;r

in

in teressan ten F

•

allen n ur v om sk alenin v arian ten Ausdruc k E r abh

•

angen, wie dies et w a in der

freien F eldtheorie der F all ist (Kapitel 4). Insofern ersc hein t es nat

•

urlic her, ein f ( E r ) statt

f ( r )(1 + E )

k

in der De�nition (2.B.2) zu v erw enden. Bei der Konstruktion v on Punktfeldern

in Absc hnitt 2.4 b en

•

otigen wir ab er explizit eine F aktorisierung des Ausdruc ks, um das E -

V erhalten der F elder �

j

und das r -V erhalten der F unktionale �

j

trennen zu k

•

onnen; aus diesem

Grunde hab en wir n ur f

•

ur die hier un tersuc h te faktorisierte F orm V erw endung.

2.C Linearformen mit p olynomialen Energiesc hrank en

F

•

ur die Konstruktion punktartig lok alisierter F elder � ist es wic h tig, die sc harfe Energieab-

sc hneidung P ( E ) �P ( E ) abzusc h w

•

ac hen und et w a zu der v on F redenhagen und Hertel [13 ]

v erw endeten Energied

•

ampfung R

l

�R

l

•

ub erzugehen. Dab ei ist R der w egen der Sp ektrums-

b edingung b esc hr

•

ankte Op erator R = (1 + H )

� 1

. Als w esen tlic hes Bindeglied zwisc hen den

b eiden F ormen v on Energiesc hrank en erw eist sic h folgende F ormel:

Lemma 2.8. Im Sinne schwacher Konver genz auf H � H gilt f

•

ur l 2 N :

R

l

= l

1

Z

0

dE

�

1

1 + E

�

l +1

P ( E ) :

Beweis. Es seien f ( E ) eine stetig di�erenzierbare, g ( E ) eine monoton w ac hsende und b e-

sc hr

•

ankte F unktion auf R derart, da� die im folgenden auftretenden In tegrale existieren. g ist

dann bis auf abz

•

ahlbar viele

"

Sprungstellen \ E

i

di�erenzierbar mit Ableitung g

0

. Man w ertet

folgendes Riemann-Stieltjes-In tegral aus:

Z

f ( E ) dg ( E ) =

Z

f ( E ) g

0

( E ) dE +

X

i

f ( E

i

)

�

g ( E

i

+) � g ( E

i

� )

�

: (2.C.1)

Au�erdem b erec hnet man durc h partielle In tegration:

Z

� f

0

( E ) g ( E ) dE =

X

i

�

E

i +1

Z

E

i

f ( E ) g

0

( E ) dE + f ( E

i +1

) g ( E

i +1

� ) � f ( E

i

) g ( E

i

+)

�

: (2.C.2)

(Dab ei sind ev en tuelle Randterme b ei E = �1 in suggestiv er W eise notiert.) Die b eiden

In tegrale (2.C.1) und (2.C.2) stimmen also

•

ub erein. Setzt man n un

f ( E ) =

�

1

1 + E

�

l

; g ( E ) = (  j P ( E )  ) (  2 H ) ; (2.C.3)
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dann folgt die Behauptung zumindest auf Zust

•

anden (  j �  ) . Die P olarisationsiden tit

•

at liefert

die Erw eiterung auf alle Matrixelemen te.

Wir k

•

onnen hieraus eine et w as tec hnisc he, ab er sehr n

•

utzlic he Absc h

•

atzung folgern:

Lemma 2.9. Zu l 2 N gibt es eine Konstante d > 0 mit folgender Eigenschaft: Seien  ; � 2 H

und B 2 B ( H ) . Es existier e ein c > 0 , so da�

�

�

(  j P ( E

1

) B P ( E

2

) � )

�

�

� c � (1 + E

max

)

l � 1

8 E

1

; E

2

> 0

mit E

max

:= max f E

1

; E

2

g . Dann gilt

�

�

(  j R

l

B R

l

� )

�

�

� c � d :

Ein wic h tiger Asp ekt ist hierb ei, da� die Konstan te d univ ersell gew

•

ahlt w erden k ann und

nic h t v on  , � , B o der c abh

•

angt.

Beweis. Man b erec hnet

j (  j R

l

B R

l

� ) j

(Lemma 2.8)

=

�

�

�

l

2

1

Z

0

dE

1

1

Z

0

dE

2

�

1

1 + E

1

�

1

1 + E

2

�

l +1

(  j P ( E

1

) B P ( E

2

) j � )

�

�

�

� c � l

2

1

Z

0

dE

1

1

Z

0

dE

2

�

1

1 + E

1

�

1

1 + E

2

�

l +1

(1 + E

max

)

l � 1

: (2.C.4)

Dieses In tegral existiert, da der In tegrand mindestens wie E

� 2

i

abf

•

allt. Damit ist eine v on

 ; � ; B und c unabh

•

angige Absc h

•

atzung gefunden.

Als Sp ezialfall ergibt sic h folgendes Lemma, das die F redenhagen-Hertel-Energiesc hrank en

f

•

ur quadratisc hen F ormen mit p olynomialem Ho c henergiev erhalten garan tiert:

Lemma 2.10. Sei � quadr atische F orm auf

S

E

( H

E

� H

E

) mit

k P ( E ) �P ( E ) k � (1 + E )

l � 1

� c f

•

ur ein l 2 N , ein c > 0 und al le E � 0 :

Dann l

•

a�t sich R

l

�R

l

zu einem b eschr

•

ankten Op er ator erweitern.

Beweis. Sei zun

•

ac hst E > 0 fest, und seien  ; � 2 H

E

. Wir setzen B = P ( E ) �P ( E ). Nac h

V oraussetzung ist

j (  j P ( E

1

) B P ( E

2

) � ) j = j (  j P ( E

1

) �P ( E

2

) j � ) j � k  k k � k (1 + E

ma x

)

l � 1

� c: (2.C.5)

Lemma 2.9 liefert dann

j (  j R

l

�R

l

j � ) j = j (  j R

l

P ( E ) �P ( E ) R

l

j � ) j � k  k k � k � c d: (2.C.6)

Da

S

E

H

E

dic h t in H ist, l

•

a�t sic h R

l

�R

l

n un stetig auf ganz H � H fortsetzen und wird

daher durc h einen b esc hr

•

ankten Op erator b esc hrieb en.
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Wir in teressieren uns au�erdem f

•

ur die V ertausc h ungsrelationen v on R mit den durc h

T estfunktionen f

"

v ersc hmierten \ quadratisc hen F ormen

� ( f ) =

Z

d

s +1

xf ( x ) U ( x ) � U ( � x ) : (2.C.7)

Dab ei erf

•

ulle � die Bedingungen aus Lemma 2.10; das In tegral (2.C.7) ist dann im Sinne v on

Matrixelemen ten auf

S

E

H

E

erkl

•

art. Da f absolut in tegrierbar ist, gilt

k P ( E ) � ( f ) P ( E ) k �

Z

d

s +1

x j f ( x ) j k P ( E ) �P ( E ) k < (1 + E )

l � 1

� const: (2.C.8)

also existiert auc h R

l

� ( f ) R

l

als b esc hr

•

ankter Op erator. Wir zeigen n un:

Lemma 2.11. Sei f 2 S ( R

s +1

) ; dann gilt im Sinne quadr atischer F ormen auf

S

E

H

E

� H

E

:

[ R; � ( f )] = � iR� ( @

t

f ) R : (2.C.9)

Beweis. Sei im folgenden E > 0 fest, und seien  ; � 2 H

E

. Da P ( E ) R

� 1

b esc hr

•

ankt ist, hat

man

�

 

�

�

[ R; � ( f )] �

�

=

�

 

�

�

1

1 + H

[ � ( f ) ; (1 + H )]

1

1 + H

�

�

= �

�

 

�

�

R [ H ; � ( f )] R �

�

: (2.C.10)

Wir setzen  

0

:= R , �

0

:= R� ; b eide V ektoren liegen in H

E

. Da die Op eratoren P ( E ) P

�

b esc hr

•

ankt sind, k

•

onnen im Ausdruc k

�

 

0

�

�

U ( x ) � U ( � x ) �

0

�

(2.C.11)

die T ranslationsop eratoren U ( x ) = e

iP

�

x

�

als P otenzreihe ausgesc hrieb en w erden, und (2.C.11)

wird damit eine di�erenzierbare F unktion v on x . Man b erec hnet n un:

@

t

�

 

0

�

�

U ( x ) �U ( � x ) �

0

�

=

@

@ x

0

�

 

0

�

�

e

iP

�

x

�

�e

� iP

�

x

�

�

0

�

= i

�

 

0

�

�

( P

0

U ( x ) �U ( � x ) � U ( x ) �U ( � x ) P

0

) �

0

�

= i

�

 

0

�

�

[ H ; U ( x ) �U ( � x )] �

0

�

: (2.C.12)

Damit ergibt sic h sc hlie�lic h

�

 

0

�

�

[ H ; � ( f )] �

0

�

=

Z

d

s +1

x f ( x )

�

 

0

�

�

[ H ; U ( x ) �U ( � x )] �

0

�

= � i

Z

d

s +1

x f ( x ) @

t

�

 

0

�

�

U ( x ) �U ( � x ) �

0

�

(P .I.)

= i

Z

d

s +1

x @

t

f ( x )

�

 

0

�

�

U ( x ) �U ( � x ) �

0

�

= i

�

 

0

�

�

� ( @

t

f ) �

0

�

: (2.C.13)

Zusammen mit (2.C.10) liefert das die Behauptung.

F

•

ur den Bew eis des Lemmas m u�te hinsic h tlic h der F unktion f n ur ausgen utzt w erden,

da� in (2.C.13) partiell in tegriert w erden k ann und da� @

t

f absolut in tegrab el ist. Wir m

•

usen

f also nic h t als Sc h w artzfunktion annehmen; es reic h t, w enn f eine v erallgemeinerte Ableitung

im Sinne v on Sob olevr

•

aumen b esitzt. In der An w endung (Lemma 2.4) b edeutet dies, da� man

- b ei ob en festgehaltenem l - die � ( f ) zu un b esc hr

•

ankten Op eratoren erw eitern k ann, sobald

f v erallgemeinerte Ableitungen l -ter Ordn ung b esitzt. Bei festem l k ann man die Klasse der

zul

•

assigen T estfunktionen f

•

ur die op eratorw ertige Distribution � also

•

ub er S ( R

s +1

) hinaus

erw eitern.



Kapitel 3

Zustands- und F eldk eime

Wir hab en bisher zur Konstruktion v on Punktfelder in der algebraisc hen Quan tenfeldtheorie

die Abbildung � :

S

E

�

E

, ! � analysiert. � wurde als Summe sk alen unabh

•

angiger Rang-1-

Op eratoren �

j

�

j

gesc hrieb en; dab ei k onn ten die �

j

als lok ale Punktfelder in terpretiert w erden.

In Anlehn ung an den v on Haag und Ojima [17 ] v orgesc hlagenen F ormalism us w erden wir

die Betrac h tung v on F unktionalen und Punktfeldern, v on E - und r -V erhalten n un trennen;

wir w erden die in Satz 2.2 auftretenden �

j

und �

j

als Basis endlic hdimensional er V ektorr

•

aume

deuten, w elc he den

"

F eldinhalt am Punkt \ resp ektiv e sein Duales b esc hreib en (wir sprec hen

auc h v on F eldkeimen und Zustandskeimen ). Absc hnitt 3.1 en th

•

alt die dazu not w endigen De-

�nitionen.

Dieser F ormalism us erlaubt es uns, Ko v arianzeigensc haften der Punktfelder zu un tersu-

c hen: Un ter gewissen Bedingungen k

•

onnen Darstellungen v on Symmetriegrupp en, die auf

B ( H ) bzw. � wirk en, auf die Zustandsk eime und F eldk eime

•

ub ertragen w erden (Absc hnitt 3.2).

Auf diese W eise k

•

onnen - un ter einer leic h ten Zusatzb edingung - insb esondere die Hermitezit

•

at

der F elder und ihre Ko v arianz un ter der Loren tzgrupp e etabliert w erden.

Au�erdem un tersuc hen wir in Absc hnitt 3.3 die Ableitungen @

�

�

j

der Punktfelder, die

in der Wigh tman'sc hen F eldtheorie zur F orm ulierung v on F eldgleic h ungen wic h tig sind. Wir

zeigen, da� die Menge der in Kapitel 2 k onstruierten F elder - un ter derselb en Zusatzb edingung

- abgesc hlossen un ter Di�eren tiation ist.

Bis hierher wurden stets b ei x = 0 lok alisierte Punktfelder b etrac h tet; alle Strukturen

wurden f

•

ur diesen Sp ezialfall de�niert. Das stellt w egen der T ranslationssymmetrie der Theo-

rie k eine Einsc hr

•

ankung dar. Absc hnitt 3.4 pr

•

azisiert diese T atsac he: Wir geb en explizit eine

Wirkung der T ranslationen auf den F eld- und Zustandsk eimen an und etablieren die Ko v ari-

anz der Punktfelder bzw. Wigh tman-Distributionen �

j

un ter der v ollen P oincar � e-Grupp e.

Mit Absc hnitt 3.4 sind sc hlie�lic h alle Wigh tman-Axiome f

•

ur die k onstruierten Punktfelder

nac hgepr

•

uft.
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3.1 F ormalism us nac h Haag und Ojima

Bisher hab en wir sk alen unabh

•

angige Ob jekte wie die Inklusionsabbil dun g � :

S

E

�

E

, ! �

und ihre Reihenen t wic klungen b etrac h tet. Durc h sie wurde das V erhalten der Theorie f

•

ur alle

E und r (in einem gewissen Bereic h) gleic hzeitig b esc hrieb en; dies w ar f

•

ur den Nac h w eis der

Lok alit

•

at der erhaltenen Punktfelder w esen tlic h. Im Sinne der Garb en theorie (siehe Anhang

3.A) b ew egten sic h unsere Rec hn ungen in den Keimen der Pr

•

agarb e � d A ( O ).

Der urspr

•

unglic h v on Haag und Ojima [17 ] v orgesc hlagene F ormalism us geh t jedo c h v on

einem anderen Ob jekt aus: Die Autoren b etrac h ten b ei festem E die Pr

•

agarb e �

E

( O ) und

analysieren ihre Keime, also den Aufbau v on �

E

( O ) f

•

ur immer kleinere Umgebungen O eines

Punktes (et w a des Ko ordinaten ursprungs). Die w esen tlic hen in teressan ten Strukturen ergeb en

sic h dab ei, w enn man die F unktionale � 2 �

E

b ez

•

uglic h ihres V erhaltens auf O

r

f

•

ur r ! 0,

also hinsic h tlic h der F unktionen k � k

r

, v ergleic h t.

Wir b etrac h ten eine Theorie, die die Eigensc haft 2.1 b esitzt; dann gilt Satz 2.2, die dort

gew

•

ahlten Bezeic hn ungen w erden f

•

ur das folgende festgehalten. Das r -V erhalten der Appro-

ximationssumme � =

P

�

j

�

j

wird durc h die F unktionale �

j

b estimm t; wir hatten dies in

Absc hnitt 2.3 b ereits detailliert b ehandelt. Um unsere Ergebnisse zur Analyse des Keims zu

v erw enden, de�nieren wir die R

•

aume

N

�

:= N [ �

�

; �

�

] =

n

� 2 �

�

�

�

k � k

r

n

�

�

( r

n

)

� !

n !1

0 ( r

n

2 �

�

)

o

: (3.1.1)

Solc he Strukturen w erden in (3.A.5) und folgende n

•

aher un tersuc h t. Wie in [17 ] b etrac h ten wir

n un den Quotien tenraum � = N

�

; wir b etrac h ten die Zust

•

ande � 2 � gewisserma�en n ur mit

Genauigk eit �

�

( r ) (f

•

ur r ! 0) und iden ti�zieren diejenigen mit 0, deren Norm dort sc hneller

als �

�

( r ) abf

•

allt. Die k anonisc he Pro jektion auf � = N

�

sei mit p [ �

�

; �

�

] b ezeic hnet. Man k ann

analog auc h den Raum

S

E

�

E

= N

�

bzw.

S

E

�

E

= (

S

E

�

E

\ N

�

) de�nieren; dann k omm utiert

das Diagramm

S

E

�

E

can. //
•_

�

��

p

�

&&MMMMMMMMMM
S

E

�

E

= N

�•_

��
�

p [ �

�

;�

�

]

//
� = N

�

(3.1.2)

mit p

�

:= p [ �

�

; �

�

] � � . Die Restklasse v on � 2 � in � = N

�

w erden wir mit [ � ] b ezeic hnen.

Die v on Haag und Ojima b esc hrieb enen Zustandskeime lassen sic h n un ausdr

•

uc k en als

�

�

:= Bild p

�

� � = N

�

: (3.1.3)

Nac h der Argumen tation der b eiden Autoren sollten diese R

•

aume endlic he Dimension b esit-

zen. T ats

•

ac hlic h k ann man aus Satz 2.2 folgern:

Satz 3.1. Die R

•

aume �

�

sind end lichdimensional; man hat

dim �

�

= N

�

:

Eine Basis ist dur ch [ �

1

] : : : [ �

N

�

] ge geb en.
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Beweis. Man erh

•

alt aus Satz 2.2 mit gewissem k :

d [ �

�

; k ; �

�

]

�

� ;

N

�

X

j =1

�

j

�

j

�

= 0 : (3.1.4)

W

•

ahlen wir � 2 �

E

fest, dann b edeutet dies

lim

n !1

1

�

�

( r

n

)

k � �

N

�

X

j =1

� ( �

j

) �

j

k

r

n

= 0 ( r

n

2 �

�

) ) [ � ] =

N

�

X

j =1

� ( �

j

)[ �

j

] in �

�

: (3.1.5)

Damit wird �

�

v on den [ �

j

] erzeugt. Wir un tersuc hen n un die lineare Unabh

•

angigk eit der

[ �

j

]: Sei � 2 R

N

�

gegeb en, so da�

1

�

�

( r

n

)







N

�

X

j =1

�

j

�

j







� � � !

n !1

0 : (3.1.6)

Wir wissen aus Satz 2.2, da� f

•

ur b eliebiges � � �

1

�

�

( r

n

)







N

�

X

j = N

� � 1

+1

�

j

�

j







� k ( �

N

� � 1

+1

; : : : ; �

N

�

) k � const: 6! 0 : (3.1.7)

W egen �

�

� �

�

und k �

j

k

r

� �

�

f

•

ur j > N

�

k

•

onnen wir damit die �

j

in (3.1.6) sukzessiv e zu

0 b estimmen. Die [ �

1

] : : : [ �

N

�

] sind also linear unabh

•

angig in � = N

�

.

Zu zeigen bleibt no c h, da� die [ �

j

] tats

•

ac hlic h im Bild v on p

�

liegen. Dazu b etrac h ten wir

folgende Abbildung:

� :

[

E

�

E

! R

N

�

; � 7!

�

� ( �

j

)

�

N

�

j =1

: (3.1.8)

F alls das Bild v on � nic h t ganz R

N

�

ist, dann l

•

a�t es sic h als Durc hsc hnitt v on Hyp ereb enen

darstellen, d.h. es gibt (mindestens) ein � 2 R

N

�

nf 0 g mit

N

�

X

j =1

�

j

� ( �

j

) = 0 8 � 2

[

E

�

E

; (3.1.9)

das steh t ab er im Widerspruc h zur linearen Unabh

•

angigk eit der �

j

. Mithin ist � surjektiv,

und wir k

•

onnen insb esondere Urbilder der Standard-Basisv ektoren �nden, also ^�

k

2 �

E

( E geeignet) mit ^�

k

( �

j

) = �

k j

. Setzt man diese statt � in (3.1.5) ein, dann folgt o�en bar

[ �

k

] 2 Bild p

�

= �

�

.

Nac h dem obigen Satz k

•

onnen wir p

�

sc hreib en als

p

�

=

N

�

X

j =1

�

j

[ �

j

] bzw. p

�

( � ) =

N

�

X

j =1

� ( �

j

)[ �

j

] : (3.1.10)

Sc hr

•

ankt man p

�

auf ein �

E

mit festem E ein, dann sind die En t wic klungsk o e�en ten � ( �

j

)

stetig in � , denn �

j

d �

E

ist b esc hr

•

ankt; mit anderen W orten: Die Abbildung p

�

E

:= p

�

d �

E
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ist stetig, w enn man �

�

mit der Standardtop ologie v ersieh t. Au�erdem ist p

�

E

f

•

ur gen

•

ugend

gro�es E surjektiv.

Bezeic hnen wir also mit A

�

den Dualraum v on �

�

, dann ist die zu p

�

E

duale Abbildung

p

� �

E

stetig und injektiv, wie das folgende Diagramm v erdeutlic h t:

�

E

p

�

E //

�
�
� �

�

�
�
�

A

E

A

�?_p

� �

Eoo

(3.1.11)

Hierb ei ist A

E

= P ( E ) B ( H ) P ( E ) = �

�

E

; die un terbro c henen Linien v erbinden die dualen

P aare v on V ektorr

•

aumen.

Wir notieren n un die zu den [ �

j

] geh

•

orende duale Basis v on A

�

als [ �

j

] ( j = 1 : : : N

�

); es

gilt also

1

�

[ �

j

] ; [ �

k

]

�

= �

j k

: (3.1.12)

Die Sc hreib w eise [ �

j

] erkl

•

art sic h, w enn man das Bild v on [ �

j

] b ei p

� �

E

b erec hnet. Man hat f

•

ur

� 2 �

E

:

�

� ; p

� �

E

[ �

j

]

�

=

�

p

�

E

� ; [ �

j

]

�

=

X

k

� ( �

k

)

�

[ �

k

] ; [ �

j

]

�

(3.1.12)

= � ( �

j

) : (3.1.13)

Mithin gilt

p

� �

E

[ �

j

] = P ( E ) �

j

P ( E ) 2 A

E

: (3.1.14)

Das Bild v on A

�

un ter p

� �

E

wird also gerade v on den Punktfeldern �

j

aufgespann t, v on denen

wir in Absc hnitt 2.4 gezeigt hatten, da� sie b ei x = 0 lok alisiert sind. Wir b ezeic hnen die A

�

daher auc h als F eldkeime ; sie sind im b esc hrieb enen Sinn dual zu den Zustandsk eimen �

�

.

Man sieh t an (3.1.14) no c h einmal, da� die Abbildung p

�

E

(und mit ihr p

� �

E

) explizit v on

E abh

•

angt; die Abh

•

angigk eit ist ab er sehr einfac h, sie l

•

a�t sic h (f

•

ur E

0

> E ) in folgendem

k omm utativ en Diagramm zusammenfassen:

�

E

0

p

�

E

0

!!CC
CC

CC
CC

�

E

p

�

E

//
.�

i (Inkl.)

==zzzzzzzz

�
�
� �

�

�
�
�

A

E

A

�?_p

� �

Eoo
nN

p

� �

E

0}}{{
{{

{{
{{

A

E

0

i

�

=ad P ( E )

aaDDDDDDDD

(3.1.15)

1

Wir sc hreib en die An w endung eines Elemen ts v

�

2 V

�

auf ein v 2 V ( V ein top ologisc her V ektorraum) im

folgenden auc h als

�

v ; v

�

�

.
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Wir k ommen n un auf den Zusammenhang zwisc hen den �

�

und A

�

f

•

ur v ersc hiedene � zu

sprec hen. Dazu setzen wir v oraus, da� die F olgen �

�

dic h t b esetzt sind (siehe Anhang 3.B).

Es sei �

0

> � ; dann ist �

0

�

�

�

�

0

�

�

, und man hat

N

�

0

= N [ �

�

0

; �

�

0

] � N [ �

�

; �

�

0

] = N [ �

�

; �

�

] = N

�

; (3.1.16)

w ob ei die v orletzte Gleic hheit durc h Lemma 3.9 garan tiert wird. Wie in (3.A.6) k ann man

daher das Diagramm

S

E

�

E

p

�

0

//

p

�

##HHH
HHH

HHH
�

�

0

p

�

0

;�

��
�

�

(3.1.17)

mit einer eindeutig b estimm ten, surjektiv en Abbildung p

�

0

;�

k omm utativ mac hen. W egen

k �

j

k

r

� �

�

( r ) ( j > N

�

) auf der en tsprec henden Nullfolge w erden die Basisv ektoren

[ �

N

�

+1

] : : : [ �

N

�

0

] 2 �

�

0

v on p

�

0

;�

auf die Null gew orfen; dagegen wird f

•

ur j � N

�

der V ektor

[ �

j

] 2 �

�

0

auf [ �

j

] 2 �

�

abgebildet. Unsere Basisw ahl ist also mit den Abbildungen p

�

0

;�

v ertr

•

aglic h; eb enso ist es die W ahl der dualen Basis mit den p

�

0

;� �

. Letztere sind injektiv,

ergeb en also eine nat

•

urlic he Inklusion v on A

�

in A

�

0

. Insgesam t ergibt sic h folgendes Bild:

�

E

�
�
�

p

�

E //
�

�

�
�
�

p

�;� � 1

//
�

� � 1

�
�
�

//
: : :

//
�

2

�
�
�

p

2 ; 1

//
�

1

�
�
�

A

E

A

�?_
p

� �

E

oo
A

� � 1

?_
p

�;� � 1 �

oo
: : :

?_oo
A

2

?_oo
A

1

?_
p

2 ; 1 �

oo

(3.1.18)

3.2 Op eratoren und Grupp endarstellun gen

F

•

ur die

•

Ub erpr

•

ufung der Wigh tman-Axiome ist es un ter anderem v on Bedeutung, die Wir-

kung linearer Op eratoren, in b esondere der Darstellungen v on Symmetriegrupp en, auf die

Punktfelder �

j

(als quadratisc he F ormen bzw. als ausin tegrierte Distributionen) zu un ter-

suc hen. Die Wirkung solc her Op eratoren - wie et w a der Loren tztransformationen o der der

In v olution A 7! A

�

- ist auf B ( H ) b ereits v orgegeb en. In teressan t ist n un die F rage, ob man

sie auf die F eldk eime A

�

•

ub ertragen k ann, w ob ei diese

•

Ub ertragung mit den Abbildungen

p

� �

E

k ompatib el sein soll. Ist dies der F all, dann erh

•

alt man unmittelbar, da� die b esagten

Op eratoren Bild p

� �

E

in v arian t lassen, also die energieb esc hr

•

ankten Punktfelder P ( E ) �

j

P ( E )

in Lineark om binationen solc her F elder

•

ub erf

•

uhren.

Wir w erden diese

•

Ub ertragung v on B ( H ) auf A

�

erreic hen, indem wir zun

•

ac hst die in-

duzierte Wirkung der in Rede stehenden Op eratoren auf � bzw. �

E

b etrac h ten, diese dann

restklassen w eise auf �

�

•

ub ertragen und sc hlie�lic h wieder p er Dualit

•

at zu A

�

•

ub ergehen.

Hierf

•

ur m

•

ussen nat

•

urlic h gewisse Bedingungen an die zu

•

ub ertragenden Op eratoren ge-

stellt w erden. Um die w esen tlic hen Asp ekte der Konstruktion deutlic her herv orzuheb en, b e-

trac h ten wir zun

•

ac hst einen sp eziellen F all, der f

•

ur die in teressierenden An w endungen an sic h

w enig relev an t ist; wir k

•

onnen sp

•

ater jedo c h leic h t V erallgemeinerungen an bringen.
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Das zu

•

ub ertragende Ob jekt, einen b esc hr

•

ankten linearen Op erator auf B ( H ),

2

b ezeic hnen

wir mit � . Wir w erden im folgenden no c h w eitere Eigensc haften v on � fordern. Zun

•

ac hst soll

� mit ad P ( E ) k omm utieren:

�

�

P ( E ) � P ( E )

�

= P ( E ) � ( � ) P ( E ) : (3.2.1)

Im folgenden seien E > 0 und � 2 N fest, w ob ei E hinreic hend gro� ist, damit p

�

E

surjektiv

wird. Zu � 2 �

E

de�nieren wir �

�

� 2 � durc h

�

�

� ( A ) := � ( �A ) bzw.

�

�

�

� ; A

�

:=

�

� ; �A

�

; A 2 B ( H ) : (3.2.2)

Wir m

•

ussen dazu v oraussetzen, da� � stetig b ez

•

uglic h der sc h w ac h � -T op ologie ist; dann

ist (3.2.2) w ohlde�niert, w eil �A sc h w ac h � -stetig in A wird. Aus (3.2.1) und der Energie-

b esc hr

•

anktheit v on � folgt

�

�

�

� ; P ( E ) AP ( E )

�

=

�

� ; �

�

P ( E ) AP ( E )

� �

(3.2.1)

=

�

� ; �A

�

=

�

�

�

� ; A

�

; (3.2.3)

deshalb liegt auc h �

�

� in �

E

. Wir hab en also einen (o�en bar linearen) Op erator �

�

auf �

E

erhalten, der in gewisser W eise

"

pr

•

adual \ zu � ist.

Nun sei w eiter angenommen, da� � die lok alen Algebren A ( O ) (zumindest f

•

ur Standard-

Dopp elk egel O

r

) in v arian t l

•

a�t; wir fordern also

� A ( O

r

) � A ( O

r

) 8 r > 0 : (3.2.4)

In diesem F all ist der Raum N

�

(der Kern v on p

�

E

) stabil un ter �

�

, denn

k �

�

� k

r

= sup

A 2 A ( O

r

)

j �

�

� ( A ) j

k A k

� sup

A 2 A ( O

r

)

j � ( �A ) j

k �A k

k � k

(3.2.4)

� k � k k � k

r

(3.2.5)

und deshalb

� 2 N

�

)

k � k

r

�

�

( r )

! 0 ( r 2 �

�

) )

k �

�

� k

r

�

�

( r )

! 0 ( r 2 �

�

) ) �

�

� 2 N

�

: (3.2.6)

Damit ist es m

•

oglic h, einen Op erator ��

�

auf �

�

restklassen w eise zu de�nieren:

��

�

[ � ] := [ �

�

� ] : (3.2.7)

P er Dualit

•

at

3

k ann dann sc hlie�lic h ein Op erator �� auf A

�

eingef

•

uhrt w erden:

�

[ � ] ; �� [ � ]

�

:=

�

��

�

[ � ] ; [ � ]

�

; [ � ] 2 �

�

; [ � ] 2 A

�

: (3.2.8)

Es l

•

a�t sic h n un leic h t nac hpr

•

ufen, da� die so eingef

•

uhrten

"

Darsteller \ v on � nic h t n ur (p er

De�nition) mit p

�

E

, sondern auc h mit p

� �

E

v ertr

•

aglic h gew

•

ahlt sind: F

•

ur � 2 �

E

, [ � ] 2 A

�

hat

man

�

� ; � p

� �

E

[ � ]

�

(3.2.2)

=

�

�

�

� ; p

� �

E

[ � ]

�

=

�

p

�

E

�

�

� ; [ � ]

�

=

�

[ �

�

� ] ; [ � ]

�

(3.2.7)

=

�

��

�

[ � ] ; [ � ]

�

(3.2.8)

=

�

[ � ] ; �� [ � ]

�

=

�

� ; p

� �

E

�� [ � ]

�

; (3.2.9)

2

Gemein t ist hier also nic h t � 2 B ( H ), sondern ein b esc hr

•

anktes lineares � : B ( H ) ! B ( H ).

3

T ats

•

ac hlic h ist das hier de�nierte �� nic h ts w eiter als die duale Abbildung zu ��

�

.
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es gilt also

� � p

� �

E

= p

� �

E

� �� o der suggestiv er [ �� ] = �� [ � ] ; (3.2.10)

w enn man p

� �

E

[ � ] = � etc. sc hreibt. Insb esondere l

•

a�t � das Bild v on p

� �

E

in v arian t, transfor-

miert also die energieb esc hr

•

ankten Punktfelder in sic h. Das folgende Diagramm fa�t zusam-

men, auf w elc hen R

•

aumen die vier v ersc hieden

"

Darsteller \ v on � wirk en (angedeutet durc h

gepunktete Linien):

�

�

��

�

�

E

p

�

E //

�
�
� �

�

�
�
�

A

E

A

�?_
p

� �

E

oo

�

��

(3.2.11)

Die De�nition v on �� h

•

angt bisher no c h v on E und � ab. Eine Abh

•

angigk eit v on E tritt

ab er in der Konstruktion - insb esondere in der De�nition (3.2.2) - nic h t explizit auf, und die

Bildung des Quotien tenraum �

�

= �

E

= N

�

k ann nac h Diagramm (3.1.15) b ei b eliebigem E

b etrac h tet w erden, solange n ur p

�

E

surjektiv ist. W

•

ahlt man �

0

> � statt � , dann

•

andert sic h

der Raum, auf dem ��

�

de�niert wird; da die De�nition (3.2.7) ab er restklassen w eise erfolgt

ist, ergibt sic h sofort V ertr

•

aglic hk eit mit p

�

0

;�

; en tsprec hend ist �� mit den Inklusionen p

�

0

;� �

k ompatib el - siehe auc h die Diagramme (3.1.17) und (3.1.18). Dic h t b esetzte F olgen

4

�

�

sind

dab ei wieder v orauszusetzen.

Wie b ereits erw

•

ahn t, sind die bisherigen Annahmen

•

ub er den Op erator � f

•

ur die An w en-

dungen no c h zu stark. Wir v erallgemeinern das Resultat daher zu folgendem Satz:

Satz 3.2. Sei � ein line ar er o der antiline ar er, b eschr

•

ankter Op er ator auf B ( H ) mit folgenden

Eigenschaften:

1. � ist stetig b ez

•

uglich der schwach � -T op olo gie auf B ( H ) .

2. Es gibt eine line ar e A bbildung B auf R

s +1

, so da� f

•

ur Standar d-Dopp elke gel O

r

mit

Mittelpunkt 0 gilt

� A ( O

r

) � A ( B O

r

) :

3. Zu je dem E gibt es ein E

0

� E , so da�

P ( E ) �

�

P ( E

0

) � P ( E

0

)

�

P ( E ) = P ( E ) � ( � ) P ( E ) :

Die F olgen �

�

seien dicht b esetzt. Dann existiert ein (anti)line ar er Op er ator �� auf

S

�

A

�

, der

je des A

�

invariant l

•

a�t und die Gleichung

ad P ( E ) � � � p

� �

E

0

= p

� �

E

� ��

erf

•

ul lt (f

•

ur je des zul

•

assige � und gen

•

ugend gr o�es E ). Insb esonder e ist die line ar e H

•

ul le der

�

j

(als quadr atische F ormen) invariant unter der Wirkung von � .

4

Dic h t b esetzte F olgen sind, wie erw

•

ahn t, in Anhang 3.B de�niert.
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Beweis. Zun

•

ac hst sei � linear. Wir de�nieren �

�

erneut wie in (3.2.2); ist � 2 �

E

, dann liefert

Bedingung 3, da�

�

�

�

�

P ( E

0

) � P ( E

0

)

�

= �

�

�

�

P ( E

0

) � P ( E

0

)

��

(Bedg.3)

= �

�

� ( � )

�

= �

�

� ( � ) ; (3.2.12)

also �

�

� 2 �

E

0

. Demnac h l

•

a�t �

�

den Raum �

E

hier nic h t mehr not w endigerw eise in v arian t,

sondern wir hab en �

�

: �

E

! �

E

0

. F

•

ur die Bildung der Restklassen ist das allerdings ohne

Belang - siehe wiederum Diagramm (3.1.15).

Wir m

•

ussen au�erdem auf die Annahme (3.2.4) v erzic h ten und zeigen, da� die N

�

auc h

un ter den allgemeineren Bedingungen stabil un ter �

�

sind; genauer m u� gelten:

�

�

Kern p

�

E

� Kern p

�

E

0

: (3.2.13)

Sei � im folgenden fest. Wir w

•

ahlen k hinreic hend gro�, so da�

r

k

n

�

�

( r

n

)

! 0 ; r

n

2 �

�

: (3.2.14)

Ohne Einsc hr

•

ankung der Allgemeinheit k

•

onnen wir nac h Umordn ung der F olge �

�

anneh-

men, da�

r

k

n

�

�

( r

n

)

monoton f

•

allt. (Die Umordn ung der F olge ist f

•

ur Kon v ergenzaussagen ohne

Bedeutung.) Nun hat man f

•

ur � 2 Kern p

�

E

wie zuv or in (3.2.5):

k �

�

� k

r

� k � k sup

A 2 A ( O

r

)

j � ( �A ) j

k �A k

: (3.2.15)

Nac h V oraussetzung 2 ist dab ei �A 2 A ( B O

r

). Bezeic hnet K

r

die ( s + 1)-dimensionale Kugel

mit Radius r um den Ursprung, dann hat man

B O

r

� B K

r

� k B k K

r

� 2 k B kO

r

= O

2 k B k r

: (3.2.16)

Mithin gilt �A 2 A ( O

br

) mit einer geeigneten Konstan ten b , v on der wir ohne Einsc hr

•

ankung

b � 1 annehmen k

•

onnen. Zu r

n

2 �

�

( n gro�) k ann man n un, da �

�

v oraussetzungsgem

•

a�

dic h t b esetzt ist, ein m 2 N �nden, so da� br

n

< r

m

< bcr

n

mit einer Konstan ten c . Somit

folgt sc hlie�lic h

1

�

�

( r

n

)

k �

�

� k

r

n

�

k � k

�

�

( r

n

)

k � k

br

n

� k � k

r

k

n

�

�

( r

n

)

�

�

( r

m

)

r

k

m

| {z }

� 1

�

r

k

m

r

k

n

|{z}

� ( bc )

k

�

k � k

r

m

�

�

( r

m

)

� !

n !1

0 ; (3.2.17)

denn f

•

ur n ! 1 w

•

ac hst auc h m b eliebig. F olglic h ist �

�

� 2 Kern p

�

E

0

, und (3.2.13) ist gezeigt.

Der Rest der Konstruktion v erl

•

auft genauso wie in (3.2.7) und folgende b esc hrieb en. Da

jetzt ab er im allgemeinen �

�

� 62 �

E

, m u� man b ei der In terpretation v on Gleic h ung (3.2.9)

v orsic h tiger sein: Mit der gleic hen Rec hn ung erh

•

alt man zun

•

ac hst

�

� ; � p

� �

E

0

[ � ]

�

=

�

� ; p

� �

E

�� [ � ]

�

8 � 2 �

E

: (3.2.18)

Da �

E

ab er n ur f

•

ur A

E

, nic h t f

•

ur A

E

0

separierend ist, erhalten wir im Sinne v on Abbildungen

die Bezieh ung

ad P ( E ) � � � p

� �

E

0

= p

� �

E

� �� : (3.2.19)
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F

•

ur die In v arianz der Menge der Punktfelder un ter � ist zuerst zu kl

•

aren, in wiefern �

•

ub erhaupt auf quadratisc hen F ormen op eriert: Sei � eine Lineark om bination der Punktfelder,

[ � ] 2 A

�

: W egen Bedingung 3 k ann man f

•

ur  ; � 2 H

E

zun

•

ac hst formal sc hreib en

(  j �� j � ) = (  j P ( E ) � ( � ) P ( E ) j � ) = (  j P ( E ) �

�

P ( E

0

) �P ( E

0

)

�

P ( E ) j � ) (3.2.20)

und dann die link e Seite durc h die rec h te de�nieren, indem man die Besc hr

•

anktheit v on

P ( E

0

) �P ( E

0

) ausn utzt. Diese De�nition ist dann w egen Bedingung 3 unabh

•

angig v on E

0

,

solange E

0

gen

•

ugend gro� gew

•

ahlt wird. Nun b erec hnet man

(  j �� j � )

(3.2.20)

= (  j ad P ( E ) � � � p

� �

E

0

[ � ] j � )

(3.2.18)

= (  j p

� �

E

� �� [ � ] j � ) : (3.2.21)

Da sic h �� [ � ] als endlic he Lineark om bination der [ �

j

] sc hreib en l

•

a�t, liegt �� als quadratisc he

F orm wieder in der linearen H

•

ulle der �

j

.

Zu b ehandeln bleibt no c h der F all eines an tilinearen Op erators � . Hier k

•

onnen wir die

v orstehenden

•

Ub erlegungen fast v ollst

•

andig

•

ub ernehmen; es sind lediglic h (3.2.2) durc h

�

�

�

� ; A

�

:=

�

� ; �A

�

(3.2.22)

und (3.2.8) durc h

�

[ � ] ; �� [ � ]

�

:=

�

��

�

[ � ] ; [ � ]

�

(3.2.23)

zu ersetzen.

Die Zuordn ung � 7! �� ist p er De�nition linear. Aus Gleic h ung (3.2.10) liest man au�erdem

ab, da� die Pro duktstruktur erhalten bleibt: ( �� ) � = ��

�

� . Aus diesem Grunde k ann man

o�en bar Grupp endarstellungen v on B ( H ) auf A

�

•

ub ertragen:

Korollar 3.3. Sei � eine Darstel lung der Grupp e G auf B ( H ) ; die Be dingungen des Satzes

3.2 seien f

•

ur je des � ( g ) ( g 2 G ) statt � erf

•

ul lt. Dann gibt es eine Darstel lung �� von G auf

S

�

A

�

, die je des A

�

invariant l

•

a�t und die

ad P ( E ) � � ( g ) � p

� �

E

0

= p

� �

E

� �� ( g ) 8 g 2 G

f

•

ur je des zul

•

assige � und gen

•

ugend gr o�es E erf

•

ul lt.

Als An w endung b etrac h ten wir zun

•

ac hst die an tilineare In v olution J : A 7! A

�

; sie ist

b esc hr

•

ankt, da k A k = k A

�

k . W egen ( P ( E ) AP ( E ))

�

= P ( E ) A

�

P ( E ) und A ( O )

�

= A ( O ) sind

die Bedingungen 2 und 3 des Satzes erf

•

ullt, sogar mit E = E

0

und B = 1 ; auc h die sc h w ac h � -

Stetigk eit pr

•

uft man sofort nac h. Man erh

•

alt also einen an tilinearen Op erator

�

J auf jedem

A

�

mit

�

J

2

= 1 , der nac h Komp osition mit p

� �

E

gerade die Adjunktion in A

E

ergibt. Damit

ist die Menge der Punktfelder (als quadratisc he F ormen auf

S

E

( H

E

� H

E

) ) abgesc hlossen

un ter Konjugation: Zu jedem � �ndet man dort auc h die adjungierte quadratisc he F orm

�

�

: (  j �

�

j � ) := ( � j � j  ) ;  ; � 2

[

E

H

E

: (3.2.24)
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Wir w ollen dies n un auc h auf die Op eratoren � ( f )

•

ub ertragen. Sei dazu [ � ] 2 A

�

. Wir

in tegrieren �

�

statt � nac h Absc hnitt 2.5 mit einer T estfunktion f aus und erhalten f

•

ur

 ; � 2 H

E

:

(  j �

�

( f ) � ) =

Z

d

s +1

x f ( x )

�

U ( � x )  

�

�

�

�

�

�

U ( � x ) �

�

=

Z

d

s +1

x f ( x )

�

U ( � x ) �

�

�

�

�

�

U ( � x )  

�

= ( � j � ( f )  ) = ( � ( f )  j � ) : (3.2.25)

Man b emerkt n un, da� sic h die rec h te Seite der Gleic h ung stetig auf  2 H erw eitern l

•

a�t,

sogar f

•

ur � 2 D = C

1

( H ); das folgt aus der Komm utatorrelation (2.5.3) und der ansc hlie�en-

den Diskussion. F olglic h en th

•

alt der De�nitionsb ereic h D

�

des adjungierten Op erators � ( f )

�

mindestens auc h D . Da sic h (3.2.25) dann sofort auf  2 H und � 2 D fortsetzen l

•

a�t, erh

•

alt

man

�

�

( f ) � � ( f )

�

(3.2.26)

bzw. die Gleic hheit dieser Op eratoren auf D . Damit w erden auc h die �

j

( f ) durc h Konjugation

in Lineark om binationen solc her F elder

•

ub erf

•

uhrt.

Dieses Ergebnis stimm t no c h nic h t ganz mit der Hermitezit

•

atsforderung (1.3.1) der Wigh t-

man-Axiome

•

ub erein, die v erlangt, da� die �

j

( f )

�

in der Menge (nic h t der linearen H

•

ulle) der

�

k

( f ) v ork ommen. Wir k

•

onnen dies ab er durc h einen einfac hen Basisw ec hsel erreic hen: Nac h

obiger

•

Ub erlegung liegen mit den [ �

1

] : : : [ �

N

�

] auc h die 2 N

�

V ektoren

[ �

+

j

] :=

1

2

�

[ �

j

] +

�

J [ �

j

]

�

; [ �

�

j

] :=

1

2 i

�

[ �

j

] �

�

J [ �

j

]

�

( j = 1 : : : N

�

) (3.2.27)

in A

�

, und o�en bar spannen sie auc h A

�

auf. Au�erdem sind sie

�

J -in v arian t. Indem wir aus

ihnen linear unabh

•

angige V ektoren ausw

•

ahlen, erhalten wir eine Basis f [ �

W

j

] ; j = 1 : : : N

�

g v on

A

�

aus

�

J -in v arian ten V ektoren; An w endung v on p

� �

E

und Ausin tegration liefert dann sogar

N

�

hermitesc he Wigh tmanfelder. Alternativ k

•

onn ten wir zur Erf

•

ullung der Axiome auc h die

�

�

j

zur Menge der F elder hinzunehmen und daf

•

ur auf die lineare Unabh

•

angigk eit der F elder

v erzic h ten.

W eiterhin in teressieren wir uns f

•

ur die Darstellung der Loren tzgrupp e L auf B ( H ): Zu

� 2 L hat man den Darsteller �

�

= U (�) � U (�)

�

mit unit

•

aren Op eratoren U (�) 2 B ( H ).

Als Multiplik ation mit b esc hr

•

ankten Op eratoren sind die �

�

so w ohl b esc hr

•

ankt wie auc h

sc h w ac h � -stetig. Au�erdem b esagt die Ko v arianz des lok alen Netzes, da� �

�

A ( O ) � A (� O ).

Bedingung 1 und 2 des Satzes 3.2 sind also erf

•

ullt; zu

•

ub erpr

•

ufen bleibt no c h Bedingung 3.

Dazu sc hreibt man

U (�) P ( E ) = U (�) P ( E ) U (�)

�

� U (�) = P

�

( E ) � U (�) ; (3.2.28)

hier ist P

�

( E ) der Energiepro jektor im Loren tztransformierten Bezugssystem. Da sic h das

gemeinsame Sp ektrum der P

�

mit der b ek ann ten ( s + 1)-dimensionalen Darstellung v on L

transformiert, erh

•

alt man f

•

ur gen

•

ugend gro� gew

•

ahltes E

0

P ( E

0

) P

�

( E ) = P

�

( E )

(3.2.28)

) P ( E

0

) U (�) P ( E ) = U (�) P ( E ) : (3.2.29)

Mit diesem E

0

folgt (w enn man no c h v on � zu �

� 1

•

ub ergeh t) dann Bedingung 3. Korollar

3.3 liefert also - dic h t b esetzte F olgen �

�

v orausgesetzt - eine Darstellung ��

�

v on L auf jedem
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A

�

. En t wic k eln wir diese nac h einer Basis v on A

�

, et w a nac h den [ �

j

], dann erhalten wir eine

N

�

-dimensionale Matrixdarstellung S

j k

(�) v on L , so da�

U (�) �

j

U (�)

�

=

N

�

X

k =1

S

j k

(�

� 1

) �

k

(3.2.30)

im Sinne quadratisc her F ormen.

Auc h dies ist zur

•

Ub erpr

•

ufung der Wigh tman-Axiome no c h auf die ausin tegrierten F elder

�

j

( f ) zu

•

ub ertragen. F

•

ur  ; � 2 H

E

hat man

(  j U (�) �

j

( f ) U (�)

�

� ) =

Z

d

s +1

x f ( x )

�

 

�

�

U (�) U ( x ) �

j

U ( x )

�

U (�)

�

�

�

�

�

(3.2.30)

=

N

�

X

k =1

S

j k

(�

� 1

)

Z

d

s +1

x f ( x )

�

 

�

�

U (� x ) �

k

U (� x )

�

�

�

�

�

=

N

�

X

k =1

S

j k

(�

� 1

)

Z

d

s +1

x f (�

� 1

x )

�

 

�

�

U ( x ) �

k

U ( x )

�

�

�

�

�

=

N

�

X

k =1

S

j k

(�

� 1

)(  j �

k

( f

�

) � ) ; w ob ei f

�

( y ) = f (�

� 1

y ) : (3.2.31)

Bei der stetigen Erw eiterung auf  2 H und � 2 D bleibt die eb en b erec hnete Relation

erhalten; es gilt

U (�) � ( f ) U (�)

�

=

N

�

X

k =1

S

j k

(�

� 1

) �

k

( f

�

) (3.2.32)

als Op eratorgleic h ung auf D . Analoges k ann man - mit einer anderen Matrixdarstellung v on

L - auc h f

•

ur die ob en k onstruierten �

W

j

erreic hen.

Es sei b emerkt, da� sic h Satz 3.2 no c h w eiter v erallgemeinern l

•

a�t: Wir b en

•

otigen die

Op eratoren � b eispielsw eise nic h t auf B ( H ), sondern n ur auf jedem A

E

, und ihre Norm darf

ohne w eiteres mit E w ac hsen. Um die F orm ulierung ab er nic h t unn

•

otig zu v erk omplizieren,

v erzic h ten wir hier auf eine solc he V erallgemeinerung. Die genann ten

•

Ub erlegungen w erden

im n

•

ac hsten Absc hnitt eingehen, um sp eziell einen Op erator der partiellen Ableitung auf den

A

�

zu etablieren.

3.3 Di�eren tiation der F elder

In der Wigh tman'sc hen Quan tenfeldtheorie b en

•

otigt man Ableitungen der Punktfelder � ( x ),

um Di�eren tialgleic h ungen (

"

F eldgleic h ungen \ ) zwisc hen ihnen b etrac h ten zu k

•

onnen; man

m

•

oc h te also Ausdr

•

uc k e der F orm

@

@ x

�

� ( x ) (3.3.1)

rec h tfertigen. Wir w erden un ten darauf eingehen, in w elc hem Sinn diese Di�eren tiation er-

kl

•

art w erden k ann. In unserem Rahmen ist au�erdem die F rage in teressan t, ob die Ableitung
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als Op eration auf den F eldk eimen aufgefa�t w erden k ann: Mit jedem � sollten un ter den k on-

struierten F eldern auc h die Ableitungen @

�

� v ork ommen. Wir pr

•

azisieren dies

•

ahnlic h wie in

Absc hnitt 3.2 durc h

•

Ub ertragung des Di�eren tialop erators @

�

auf die F eldk eime. Auf diese

W eise erh

•

alt man auc h, da� die Di�eren tiation der F elder im Sinne v on Distributionen (die

nat

•

urlic h stets m

•

oglic h ist) nic h t aus der Menge der k onstruierten F elder herausf

•

uhrt.

Wir un tersuc hen n un zun

•

ac hst die Existenz der Ableitung. Die Punktfelder � bzw. �

j

, die

bisher b etrac h tet wurden, w aren b ei x = 0 lok alisiert. Um sie zu di�erenzieren, m

•

ussen wir

zun

•

ac hst zu den F eldern � ( x )

•

ub ergehen: Im V orgri� auf Absc hnitt 3.4, in dem wir uns genauer

mit der T ranslation der Keime b efassen, de�nieren wir im Sinne quadratisc her F ormen

� ( x ) := U ( x ) �U ( � x ) (3.3.2)

mit den Darstellern U ( x ) der T ranslationsgrupp e. Dann ist P ( E ) � ( x ) P ( E ) wieder b esc hr

•

ank-

ter Op erator. Da die Generatoren P

�

der T ranslationen nac h Adjunktion mit P ( E ) b esc hr

•

ankt

sind (die Sp ektrumsb edingung liefert P

2

�

� H

2

, � = 0 : : : s ), k ann man U ( x ) = e

iP

�

x

�

in (3.3.2)

als P otenzreihe aussc hreib en, die dann absolut k on v ergiert:

P ( E ) � ( x ) P ( E ) =

1

X

m;n =0

i

m � n

m ! n !

P ( E )( P

�

x

�

)

m

P ( E ) �P ( E )( P

�

x

�

)

n

P ( E )

= P ( E ) �P ( E ) + iP ( E )[ P

�

; � ] P ( E ) x

�

+ O ( k x k

2

) : (3.3.3)

Genauer k

•

onnen wir (b ei festem E ) sc hreib en:

k P ( E ) � ( x ) P ( E ) � P ( E ) �P ( E ) � iP ( E )[ P

�

; � ] P ( E ) x

�

k � k x k

2

� const: (3.3.4)

F olglic h ist P ( E ) � ( x ) P ( E ) b ei x = 0 in der Op eratornorm di�erenzierbar. Ist n un � 2 �

E

,

dann gilt

@

@ x

�

�

�

� ( x )

�

�

�

�

x =0

= �

�

i [ P

�

; � ]

�

=: � ( @

�

� ) : (3.3.5)

Im Sinne v on Linearformen auf

S

E

�

E

k

•

onnen die Punktfelder also di�erenziert w erden;

man erh

•

alt wieder Linearformen auf demselb en De�nitionsb ereic h. Auc h die p olynomiale

Energieb esc hr

•

anktheit bleibt erhalten: Ist � 2 �

1

, dann folgt

k @

�

� d �

E

k = sup

� 2 �

E

j � ( @

�

� ) j

k � k

= sup

� 2 �

E

j � ([ P

�

; � ]) j

k � ([ P

�

; � ])

| {z }

=: �

0

k

�

k � ([ P

�

; � ]) k

k � k

� sup

�

0

2 �

E

j �

0

( � ) j

k �

0

k

� 2 k P

�

P ( E ) k � 2 E � k � k

E

� 2 E � (1 + E )

k

� const: ( k geeignet) ; (3.3.6)

folglic h liegt auc h @

�

� in �

1

.

Wir w ollen n un un tersuc hen, in wiew eit sic h die Di�eren tiation der F elder innerhalb der

F eldk eime A

�

ausdr

•

uc k en l

•

a�t,

•

ahnlic h wie es f

•

ur die Wirkung v on Symmetriegrupp en in

Absc hnitt 3.2 durc hgef

•

uhrt wurde. Die Ableitung soll also auf dem

"

Um w eg \

•

ub er die Pr

•

a-

dualr

•

aume auf die A

�

•

ub ertragen w erden.

Es tritt hier ab er ein Problem auf, das in Absc hnitt 3.2 nic h t v orhanden w ar: W egen

(3.3.6) erw artet man, da� k @

�

� k

E

f

•

ur E ! 1 um eine P otenz v on E st

•

ark er div ergiert als
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k � k

E

; dies sollte sic h im r -V erhalten des zu @

�

� geh

•

orenden dualen Ob jekts im Zustandsk eim

wiederspiegeln. Daher wird ein zu etablierender Di�eren tiationsop erator

�

D

�

im allgemeinen

den Raum A

�

nic h t in v arian t lassen, sondern in ein A

�

0

mit �

0

> � abbilden, d.h. die

"

Ener-

giedimension \ der F elder erh

•

ohen. Dies wird im V erlauf der Konstruktion, mit der wir n un

b eginnen, zu b er

•

uc ksic h tigen sein.

Um die Analogie zu Satz 3.2 herzustellen, de�nieren wir wie folgt einen linearen Op erator

D

�

auf A

E

:

D

�

A := iP ( E )[ P

�

; A ] P ( E ) ; A 2 A

E

: (3.3.7)

D

�

ist gerade so k onstruiert, da�

D

�

�

P ( E ) �P ( E )

�

= P ( E ) @

�

�P ( E ) : (3.3.8)

Die De�nition ist zw ar v on E abh

•

angig, ab er dies ist f

•

ur E

0

> E mit den Pro jektionen

A

E

0
! A

E

; A 7! P ( E ) AP ( E ) v ertr

•

aglic h. Wir k

•

onnen also wieder den

"

pr

•

adualen Op erator \

D

� �

auf �

E

einf

•

uhren durc h

�

D

� �

� ; A

�

:=

�

� ; D

�

A

�

; � 2 �

E

; A 2 A

E

; (3.3.9)

und dies ist v ertr

•

aglic h mit den Inklusionen �

E

, ! �

E

0

(vgl. auc h Diagramm (3.1.15) ). Die

•

Ub ertragung auf die Zustandsk eime �

�

l

•

a�t sic h hingegen nic h t mehr problemlos durc hf

•

uhren;

im Gegensatz zu (3.2.6) ist hier im allgemeinen D

� �

N

�

6� N

�

. Dies ist Ausdruc k der ob en

erw

•

ahn ten Eigensc haft v on

�

D

�

, die R

•

aume A

�

nic h t in sic h abzubilden. Wir m

•

ussen f

•

ur die

hier nic h t erf

•

ullte Relation einen Ersatz �nden:

Lemma 3.4. Die F olgen �

�

seien dicht b esetzt.

5

Dann gibt es zu je dem zul

•

assigen Wert �

ein �

0

, so da�

D

� �

N

�

0

� N

�

:

Beweis. Sie � im folgenden fest. Wir wissen aus Satz 2.2, da� �

�

�

�

�

r

k

mit geeignetem k ;

w eiterhin existiert laut diesem Satz ein �

0

mit

d [ r

2 k

; 2 k ; �

�

0

]

�

� ;

N

�

0

X

j =1

�

j

�

j

�

= 0 : (3.3.10)

Ist � 2 N

�

0

, dann v ersc h winden alle � ( �

j

) ( j = 1 : : : N

�

0

); w ertet man (3.3.10) auf einem

solc hen F unktional aus, so erh

•

alt man

lim

n !1

1

r

0

n

2 k

k � k

r

0

n

= 0 ; (3.3.11)

w ob ei wir �

�

0

= ( r

0

n

), �

�

= ( r

n

) sc hreib en. Man hat also

N

�

0

� N [ r

2 k

; �

�

0

] � N [ r

k

�

�

; �

�

0

] ; (3.3.12)

5

Siehe wiederum Anhang 3.B.
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da wir �

�

0

als dic h t b esetzt v orausgesetzt hatten, folgt nac h Lemma 3.9 (Anhang 3.B) au�er-

dem

N [ r

k

�

�

; �

�

0

] = N [ r

k

�

�

; �

�

] : (3.3.13)

Sei n un also � 2 N

�

0

� N [ r

k

�

�

; �

�

]. F

•

ur q 2 R

+

setzen wir �

q

( � ) = U ( q e

�

) � U ( q e

�

)

�

, w ob ei

e

�

der Einheitsv ektor in Ric h tung der � -Ac hse ist. Da � energieb esc hr

•

ankt ist, erh

•

alt man

durc h eine P otenzreihenen t wic klung wie in (3.3.4)

�

�

�

�

�

�

q

A � A

q

� D

�

�

P ( E ) AP ( E )

�

�

�

�

�

� k A k � c � q 8 A 2 B ( H ) (3.3.14)

f

•

ur kleine q mit einer v on A unabh

•

angigen Konstan ten c . Man b erec hnet n un

k D

� �

� k

r

= sup

A 2 A ( O

r

)

�

�

�

�

D

�

( P ( E ) AP ( E ))

�

�

�

k A k

� sup

A 2 A ( O

r

)

1

k A k

�

�

�

� ( D

�

A �

�

q

A � A

q

)

�

�

+

1

q

�

�

� ( �

q

A � A )

�

�

�

� sup

A 2 A ( O

r

)

�

c � q +

1

q

�

�

� ( �

q

A � A )

�

�

k �

q

A � A

| {z }

2 A ( O

r + q

)

k

�

k �

q

A � A k

k A k

| {z }

� 2

�

� c � q +

2

q

k � k

r + q

: (3.3.15)

Setzen wir n un q = r

k

n

, dann gilt f

•

ur kleine r

n

:

1

�

�

( r

n

)

k D

� �

� k

r

n

� c �

r

k

n

�

�

( r

n

)

+ 2

k � k

2 r

n

r

k

n

�

�

( r

n

)

: (3.3.16)

Der erste Summand v ersc h windet im Limes n ! 1 w egen �

�

�

�

�

r

k

, der zw eite mit

•

ahnlic hen

•

Ub erlegungen wie in (3.2.17), w ob ei man v erw endet, da� � 2 N [ r

k

�

�

; �

�

]. Damit ist gezeigt,

da� D

� �

� 2 N

�

.

Mit der eb en b ewiesenen Aussage k

•

onnen wir n un die partielle Ableitung nic h t auf die Zu-

standsk eime, ab er zumindest auf die F eldk eime

•

ub ertragen. Sei dazu [ � ] 2 A

�

. Mit Hilfe v on

Lemma 3.4 erhalten wir �

0

, so da� D

� �

N

�

0

� N

�

. Dann l

•

a�t sic h

�

D

�

[ � ] 2 A

�

0

de�nieren durc h

�

p

�

0

� ;

�

D

�

[ � ]

�

:=

�

p

�

D

� �

� ; [ � ]

�

; � 2

[

E

�

E

: (3.3.17)

Hier ist nat

•

urlic h W ohlde�niertheit zu zeigen: Zun

•

ac hst ist die De�nition w egen Lemma 3.4

unabh

•

angig v on der Ausw ahl v on � . W

•

ahlt man ein anderes �

0

(et w a �

00

> �

0

), dann erh

•

alt

man sofort V ertr

•

aglic hk eit mit der k anonisc hen Inklusion

6

p

�

00

;�

0

�

v on A

�

0

in A

�

0 0

:

�

p

�

00

� ; p

�

0 0

;�

0

�

�

D

( �

0

)

�

[ � ]

�

=

�

p

�

00

;�

0

p

�

00

| {z }

p

�

0

� ;

�

D

( �

0

)

�

[ � ]

�

=

�

p

�

D

� �

� ; [ � ]

�

=

�

p

�

0 0

� ;

�

D

( �

00

)

�

[ � ]

�

:

(3.3.18)

6

Siehe dazu auc h Diagramm (3.1.18).
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Eb enso ist die De�nition v ertr

•

aglic h mit den Inklusionen b ei W ahl eines anderen � . Wir

k

•

onnen

�

D

�

also als w ohlde�nierten Op erator auf

S

�

A

�

b etrac h ten. Eine einfac he Rec hn ung

wie in (3.2.9) zeigt n un, da� tats

•

ac hlic h

p

� �

E

�

�

D

�

= D

�

� p

� �

E

(3.3.19)

b ei festgehaltenem � und E ; die Punktfelder �

j

w erden durc h Di�eren tiation also in (endlic he)

Lineark om binationen der �

j

•

ub erf

•

uhrt.

Unser Ergebnis lautet damit:

Satz 3.5. Sind die F olgen �

�

dicht b esetzt, dann gibt es line ar e Op er ator en

�

D

�

( � = 0 : : : s )

auf

S

�

A

�

, so da�

@

@ x

�

�

U ( x ) ( p

� �

E

[ � ]) U ( � x )

�
�

�

�

x =0

= p

�

0

�

E

�

D

�

[ � ]

f

•

ur [ � ] 2 A

�

und (zu � ) gen

•

ugend gr o� gew

•

ahltes �

0

und E .

Der V ollst

•

andigk eit halb er zeigen wir no c h, da� unsere De�nition der Di�eren tiation v on

Punktfeldern nac h Ausin tegrieren mit der

•

ublic hen Ableitung der Wigh tman-Distributionen

•

ub ereinstimm t. Dazu seien [ � ] 2 A

�

und  ; � 2 H

E

. Wir in tegrieren das di�erenzierte F eld

@

�

� aus:

(  j ( @

�

� )( f ) � ) =

Z

d

s +1

x f ( x )

�

U ( � x )  

�

�

@

�

�

�

�

U ( � x ) �

�

=

Z

d

s +1

x f ( x )

@

@ y

�

�

U ( � x )  

�

�

U ( y ) �U ( � y )

�

�

U ( � x ) �

�

�

�

�

y =0

=

Z

d

s +1

x f ( x )

@

@ x

�

�

 

�

�

U ( x ) �U ( � x )

�

�

�

�

(P .I.)

= �

Z

d

s +1

x @

�

f ( x )

�

 

�

�

U ( x ) �U ( � x )

�

�

�

�

= � (  j � ( @

�

f ) � ) : (3.3.20)

Nac h F ortsetzung erh

•

alt man somit

( @

�

� )( f ) = � � ( @

�

f ) (3.3.21)

als Op eratorgleic h ung auf D . Damit sind auc h die im Sinne v on Distributionen di�erenzierten

�

j

( f ) endlic he Lineark om binationen gewisser �

k

( f ).

3.4 T ranslationen

In der gesam ten bisherigen Konstruktion hab en wir das V erhalten der Theorie am Ko ordi-

naten ursprung b etrac h tet und dort lok alisierte Punktfelder � = � (0) k onstruiert. Wir w ollen

n un zu den F eldern � ( x )

•

ub ergehen und die Wirkung v on Raum-Zeit-T ranslationen auf sie

un tersuc hen.

Es w

•

urde hierzu ausreic hen, die � ( x ) direkt durc h die Wirkung der T ranslationen zu

de�nieren, also � ( x ) := U ( x ) �U ( � x ) zu setzen, wie dies in (3.3.2) sc hon v orw eggenommen

wurde. Auf diese W eise erh

•

alt man auc h die in den Wigh tman-Axiomen geforderte Ko v arianz

der �

j

bzw. �

j

( f ) un ter der P oincar � e-Grupp e.
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T rotzdem ist es in unserem Rahmen in teressan t, wie sic h die T ranslationen innerhalb des

F ormalism us der F eld- und Zustandsk eime ausdr

•

uc k en lassen; wir w erden dies kurz skizzieren.

Das V erfahren liefert zw ar k eine neuen Aussagen

•

ub er die �

j

, zeigt ab er, da� die F eldk eime

geeignet sind, um Punktfelder im Rahmen der algebraisc hen Quan tenfeldtheorie v ollst

•

andig

zu b esc hreib en.

Wir m

•

ussen dazu zun

•

ac hst die Zustands- und F eldk eime am Ort x de�nieren. Dies ge-

sc hieh t ganz analog zur De�nition der Keime b ei x = 0: Wie in (3.1.1) setzen wir

N

�

( x ) := N [ �

�

; �

�

]( x ) =

n

� 2 �

�

�

�

k � d A ( O

r

n

( x )) k

�

�

( r

n

)

� !

n !1

0 ( r

n

2 �

�

)

o

: (3.4.1)

Dab ei ist O

r

( x ) der Standard-Dopp elk egel mit Radius r und Mittelpunkt x ; man v ergleic he

auc h mit (3.A.7) und der zugeh

•

origen Diskussion. Die Zustandsk eime �

�

( x ) b ei x k

•

onnen

n un als Bild v on

S

E

�

E

in � = N

�

( x ) de�niert w erden, analog zu (3.1.3). Ihr Dualraum ist

en tsprec hend der F eldk eim b ei x :

A

�

( x ) := �

�

( x )

�

; (3.4.2)

v ersehen mit der Standardtop ologie. (Nat

•

urlic h sind auc h die �

�

( x ) endlic hdimensi onal, wie

wir gleic h explizit sehen w erden.) Wir v erw enden analog zu Absc hnitt 3.1 die Abbildun-

gen p

�

( x ), p

�

E

( x ) und p

�

0

;�

( x ). Die �

�

( x ) und A

�

( x ) erf

•

ullen b ez

•

uglic h dieser Abbildungen

dieselb en V ertr

•

aglic hk eitsb edingungen wie b ereits f

•

ur die Keime b ei x = 0 erw

•

ahn t - siehe

insb esondere die Diagramme (3.1.15), (3.1.17) und (3.1.18).

Wir b etrac h ten n un die Wirkung der T ranslationen �

x

auf B ( H ); sie soll uns die Bezie-

h ungen zwisc hen den �

�

( x ) bzw. A

�

( x ) f

•

ur v ersc hiedene x liefern.

•

Ahnlic h wie in Absc hnitt

3.2 de�nieren wir dazu eine

"

pr

•

aduale Darstellung \ �

x �

der T ranslationsgrupp e auf �:

�

x �

� ( A ) := � ( �

� x

A ) ; � 2 � ; A 2 B ( H ) : (3.4.3)

Man rec hnet leic h t nac h, da� �

x �

die R

•

aume N

�

( y ) gewisserma�en v ersc hiebt: F

•

ur x; y 2 R

s +1

hat man

�

x �

N

�

( y ) = N

�

( x + y ) : (3.4.4)

Aufgrund dieser T atsac he k ann man n un T ranslationen zwisc hen den Zustandsk eimen rest-

klassen w eise de�nieren: Man setzt

��

x �

: �

�

( y ) ! �

�

( x + y ) ;

��

x �

= p

�

( x + y ) � �

x �

� p

�

( y )

� 1

; (3.4.5)

d.h. man de�niert ��

x �

durc h folgendes k omm utativ e Diagramm:

�

p

�

( y ) //

�

x �

��

�

�

( y )

��

x �

��
�

p

�

( x + y )

//
�

�

( x + y )

(3.4.6)

Da �

x

= U ( x ) � U ( x )

�

und eb enso �

x �

mit ad P ( E ) v ertausc hen, gilt dieses Diagramm auc h,

w enn man � durc h �

E

und die p

�

( � ) durc h p

�

E

( � ) ersetzt.
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W egen der In v ertierbark eit v on �

x �

ist es n un klar, da� die ��

x �

Isomorphismen sind,

insb esondere solc he zwisc hen �

�

(0) und �

�

( x ). Damit sind alle �

�

( x ) endlic hdimensi onal

(n

•

amlic h N

�

-dimensional).

Wir

•

ub ertragen die T ranslationen n un auc h auf die F eldk eime A

�

( x ), w as wieder p er

Dualit

•

at gesc hieh t: Wir de�nieren

��

x

: A

�

( y ) ! A

�

( x + y ) ;

�

[ � ] ; ��

x

[ � ]

�

=

�

��

� x �

[ � ] ; [ � ]

�

; [ � ] 2 A

�

( y ) ; [ � ] 2 �

�

( x + y ) : (3.4.7)

Die ��

x

sind wiederum Isomorphismen; sie

•

ub erf

•

uhren die b etrac h teten Basen [ �

j

] bzw. [ �

W

j

]

v on A

�

k anonisc h in Basen

[ �

( W )

j

( x )] = ��

x

[ �

( W )

j

] (3.4.8)

v on A

�

( x ).

Man b emerkt n un - genau wie in (3.2.9) -, da� diese Wirkung ��

x

der T ranslationsgrupp e

k ompatib el ist mit der urspr

•

unglic hen auf B ( H ), in dem Sinne, da�

�

x

� p

�

E

( y ) = p

�

E

( x + y ) � ��

x

: (3.4.9)

Damit ist die aus der Sic h t der F eldk eime nat

•

urlic he De�nition der translatierten F elder,

n

•

amlic h

P ( E ) � ( x ) P ( E ) := p

�

E

( x ) � �

x

[ � ] ; [ � ] 2 A

�

; (3.4.10)

v ertr

•

aglic h mit unserer bisherigen De�nition

� ( x ) = U ( x ) �U ( � x ) : (3.4.11)

Zum Nac h w eis der Wigh tman-Axiome hab en wir no c h zu zeigen, da� die de�nierten F elder

n un tats

•

ac hlic h k o v arian t un ter der v ollen P oincar � e-Grupp e sind. Dazu b en

•

otigen wir lediglic h

die Relation (3.4.11). Wir b eziehen uns zun

•

ac hst auf die Punktfelder �

j

; im folgenden seien

x; y 2 R

s +1

und � 2 L . Im Sinne quadratisc her F ormen auf

S

E

( H

E

� H

E

) b erec hnen wir:

U (� ; x ) �

j

( y ) U (� ; x )

�

= U ( x ) U (�) U ( y ) �

j

U ( y )

�

U (�)

�

U ( x )

�

= U ( x ) U (� y ) U (�) �

j

U (�)

�

U (� y )

�

U ( x )

�

(3.2.30)

= U (� y + x )

N

�

X

k =1

S

j k

(�

� 1

) �

k

U (� y + x )

�

=

N

�

X

k =1

S

j k

(�

� 1

) �

k

(� y + x ) : (3.4.12)

Dies ist gerade die gew

•

unsc h te Ko v arianzeigensc haft. Sie l

•

a�t sic h durc h In tegration leic h t auf

die Op eratoren �

j

( f )

•

ub ertragen: Durc h eine einfac he Rec hn ung wie in (3.2.31) erh

•

alt man

U (� ; x ) �

j

( f ) U (� ; x )

�

=

N

�

X

k =1

S

j k

(�

� 1

) �

k

( f

� ;x

) mit f

� ;x

( y ) = f (�

� 1

( y � x )) ; (3.4.13)

und zw ar zun

•

ac hst auf V ektorfunktionalen (  j � � ) 2 H

E

� H

E

, dann durc h Erw eiterung als

Op eratorgleic h ung auf D .
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Die obigen

•

Ub erlegungen lassen sic h nat

•

urlic h statt f

•

ur die �

j

analog auc h f

•

ur die �

W

j

durc hf

•

uhren.

Wir hab en damit sc hlie�lic h alle in Absc hnitt 1.3 genann ten Wigh tman-Axiome (b ei V er-

nac hl

•

assigung der V ollst

•

andigk eitsb edingung) f

•

ur die b etrac h teten F elder nac hgewiesen. Unser

Ergebnis k

•

onnen wir so form ulieren:

Satz 3.6. Wir b etr achten eine Quantenfeldthe orie, die die Eigenschaft 2.1 b esitzt, so da�

Satz 2.2 gilt. � sei dort ein zul

•

assiger Wert, und die F olge �

�

sei dicht b esetzt. Dann gibt es

eine invertierb ar e Matrix A = ( a

j k

) , so da� die op er atorwertigen Distributionen �

W

1

: : : �

W

N

�

,

de�niert als

�

W

j

( f ) =

N

�

X

k =1

a

j k

�

k

( f ) ; j = 1 : : : N

�

;

einen Satz von Wightman-F eldern im Sinne der in A bschnitt 1.3 aufgef

•

uhrten Axiome bilden.

3.A Keime, Halme, Pr

•

agarb en

In unserer Diskussion der Konstruktion v on Punktfeldern treten in nat

•

urlic her W eise Struk-

turen aus der Garb en theorie auf, die wir hier n

•

aher b eleuc h ten w ollen.

De�nition 3.7. Sei X ein top olo gischer R aum. Eine Pr

•

agarb e

7

G auf X ist ge geb en dur ch

� eine Zuor dnung O 7! G ( O ) , die je der o�enen Menge O � X einen V ektorr aum G ( O )

zuor dnet,

� zu je zwei o�enen Mengen O

2

� O

1

� X eine line ar e A bbildung

�

O

1

; O

2

: G ( O

1

) ! G ( O

2

)

( die so genannte Restriktionsabbildung)

mit folgenden Eigenschaften:

� F

•

ur o�enes O � X ist �

O ; O

= id

G ( O )

.

� F

•

ur o�ene Mengen O

3

� O

2

� O

1

� X ist �

O

1

; O

2

� �

O

2

; O

3

= �

O

1

; O

3

, d.h. das folgende

Diagr amm kommutiert:

G ( O

1

)

�

O

1

; O

3 //

�

O

1

; O

2 $$III
III

III
G ( O

3

)

G ( O

2

)

�

O

2

; O

3

::uuuuuuuuu

Im folgenden w erden wir stets X = R

s +1

(den Mink o wskiraum mit Standardtop ologie)

b etrac h ten.

7

Die hier aufgef

•

uhrte De�nition ist b ei w eitem nic h t die allgemeinste m

•

oglic he.
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Besonders wic h tig sind f

•

ur uns Un terr

•

aume G � � der Menge der normalen F unktionale.

Sie w erden mit der Einsc hr

•

ankung auf die lok alen Algebren

G ( O ) := G d A ( O ) (3.A.1)

zu Pr

•

agarb en; die Restriktionsabbildungen sind dab ei eb enfalls durc h die gew

•

ohnlic he Ein-

sc hr

•

ankung gegeb en:

�

O

1

; O

2

: g 7! g d A ( O

2

) : (3.A.2)

Die in De�nition 3.7 geforderten Eigensc haften erh

•

alt man sofort aus der Isotonie des Netzes

A ( O ).

Sei n un G eine Pr

•

agarb e, x 2 X und O eine Umgebung v on x ; wir de�nieren dann folgende

•

Aquiv alenzrel ation auf G ( O ):

g

x

� g

0

: , �

O ; O

x

g = �

O ; O

x

g

0

f

•

ur eine Umgebung O

x

� O v on x . (3.A.3)

In unserem sp eziellen F all (3.A.1) ist das gleic h b edeutend mit

g

x

� g

0

: , g d A ( O

x

) = g

0

d A ( O

x

) f

•

ur eine Umgebung O

x

� O v on x . (3.A.4)

Der Quotien tenraum G ( O ) =

x

� (der v on O unabh

•

angig ist) hei�t Halm der Pr

•

agarb e G b ei x ;

die zugeh

•

orige k anonisc he Pro jektion wird als Keim b ezeic hnet.

Wir b en

•

otigen f

•

ur unsere Analyse no c h w eitere Details der Keime bzw. Halme: Wir w ollen

nic h t n ur die Zust

•

ande mit 0 iden ti�zieren, die in einer Umgebung v on x v ersc h winden, sondern

auc h die, deren An teil auf immer kleineren Umgebungen v on x gen

•

ugend sc hnell abf

•

allt. Dab ei

b esc hr

•

ank en wir uns zun

•

ac hst - zur V ereinfac h ung der Notation - auf x = 0. Sei wieder G � �

eine Pr

•

agarb e der in (3.A.1) eingef

•

uhrten F orm; w eiter sei � : R

+

! R

+

eine F unktion,

� = ( r

n

) � R

+

eine Nullfolge. Wir b etrac h ten

N [ � ; � ] :=

�

g 2 G

�

�

k g d A ( O

r

n

) k

� ( r

n

)

� !

n !1

0

	

: (3.A.5)

So de�niert, ist N [ � ; � ] ein Un terraum v on G . Man k ann ihn ab er en tsprec hend auc h als

Un terraum v on G ( O ) o der des Halmes G =

0

� de�nieren. Die Quotien tenr

•

aume G = N [ � ; � ] ,

G ( O ) = N [ � ; � ] und ( G =

0

� ) = N [ � ; � ] k

•

onnen dann iden ti�ziert w erden. Die k anonisc he Pro jektion

b ezeic hnen wir im folgenden mit p [ � ; � ].

Seien �

0

eine w eitere F unktion R

+

! R

+

und �

0

� R

+

eine w eitere Nullfolge. F alls

N [ � ; � ] � N [ �

0

; �

0

], dann gibt es o�en bar eine eindeutig b estimm te, surjektiv e Abbildung

p [ � ; �; �

0

; �

0

], die das Diagramm

G = N [ � ; � ]

p [ � ;�;�

0

;�

0

]

��

G

p [ � ;� ]

66mmmmmmmmmmmmmm

p [ �

0

;�

0

] ((QQQQQQQQQQQQQQ

G = N [ �

0

; �

0

]

(3.A.6)
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k omm utativ mac h t. Insb esondere liegt diese Situation v or, w enn � � �

0

und � �

�

0

�

0

.

Man k ann die eingef

•

uhrte Struktur n un b ez

•

uglic h jedes Punktes x 2 R

s +1

statt x = 0

b etrac h ten: Mit O

r

( x ) sei der Standard-Dopp elk egel v om Radius r mit Mittelpunkt x b e-

zeic hnet. Analog zu (3.A.5) setzen wir

N [ � ; � ]( x ) :=

�

g 2 G

�

�

k g d A ( O

r

n

( x )) k

� ( r

n

)

� !

n !1

0

	

: (3.A.7)

F

•

ur die N [ � ; � ]( x ) und die Quotien tenr

•

aume G = N [ � ; � ]( x ) gelten die ob en durc hgef

•

uhrten

•

Ub erlegungen dann en tsprec hend.

3.B Dic h t b esetzte F olgen

Aus tec hnisc hen Gr

•

unden m

•

ussen wir

•

ub er die Nullfolgen �

�

, die wir b ei der Konstruktion

der Punktfelder erhalten, eine Zusatzannahme mac hen; sie d

•

urfen in gewisser W eise nic h t

"

zu sc hnell \ gegen 0 gehen bzw. nic h t

"

zu w enige \ W erte en thalten. Pr

•

azisiert wird dies mit

folgendem Begri�:

De�nition 3.8. Sei x = ( x

n

) ein Nul lfolge in R

+

. x hei�e dic h t b esetzt , wenn es Konstanten

R; c > 0 gibt mit der folgenden Eigenschaft:

8 r 2 (0 ; R ) 9 n 2 N : r � x

n

� c � r :

So ist zum Beispiel x

n

= 2

� n

dic h t b esetzt, nic h t ab er x

n

= 2

� n

2

. Wie sc hon erw

•

ahn t,

wird an einigen Stellen des T extes angenommen, da� die F olgen �

�

dic h t b esetzt sind. Dies

hat im w esen tlic hen den E�ekt, da� in gewisser Hinsic h t k eine Un tersc hiede zwisc hen den �

�

und ihren T eilfolgen auftreten:

Lemma 3.9. Sei � : R

+

! R

+

eine F unktion, und seien �

0

� � zwei Nul lfolgen in R

+

. �

0

sei

dicht b esetzt; au�er dem geb e es k > 0 mit � �

�

r

k

. Dann ist

N [ � ; � ] = N [ � ; �

0

] :

Beweis. Die Inklusion

"

� \ ist klar. F

•

ur

"

� \ sc hreib en wir � = ( r

n

) ; �

0

= ( r

0

n

). Wir wissen nac h

V oraussetzung, da� r

k

n

=� ( r

n

) ! 0 f

•

ur n ! 1 ; ohne Einsc hr

•

ankung gesc hehe dies monoton

(nac h ev en tueller Umordn ung der F olgen). Sei n un � 2 N [ � ; �

0

], d.h.

1

� ( r

0

m

)

k � k

r

0

m

� !

m !1

0 : (3.B.1)

Zu jedem (hinreic hend gro�en) n w

•

ahlen wir n un m 2 N , so da�

r

n

� r

0

m

� c � r

n

: (3.B.2)

W egen k � k

r

n

� k � k

r

0

m

erhalten wir dann

1

� ( r

n

)

k � k

r

n

�

r

k

n

� ( r

n

)

� ( r

0

m

)

r

0

m

k

| {z }

� 1

�

r

0

m

k

r

k

n

| {z }

� c

k

�

1

� ( r

0

m

)

k � k

r

0

m

� !

n !1

0 ; (3.B.3)

denn mit n w

•

ac hst auc h m b eliebig. Mithin ist � 2 N [ � ; � ].
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Es wirkt sic her et w as unnat

•

urlic h, die �

�

in unserer Konstruktion als dic h t b esetzt an-

zunehmen. Diese Eigensc haft sc hein t f

•

ur den Nac h w eis gewisser Kon v ergenzaussagen, wie im

Zusammenhang mit Satz 3.2 und Lemma 3.4, jedo c h nic h t v erzic h tbar zu sein. Zw ar w

•

are es

plausib el (und in dem in Kapitel 4 b ehandelten Beispiel erf

•

ullt), in der Phasenraum b edin-

gung (Eigensc haft 2.1) eine dic h t b esetzte Nullfolge � v orauszusetzen o der sogar Kon v ergenz

unabh

•

angig v on einer sp eziellen F olge zu fordern; im V erlauf der Konstruktion in Absc hnitt

2.3 m u�ten aus � ab er wiederholt T eilfolgen ausgew

•

ahlt w erden, um gewisse F unktionen nac h

ihrem r -V erhalten zu sortieren. Ob diese T eilfolgen ihrerseits dic h t b esetzt sind, ist a priori

nic h t b ek ann t.

Es stellt sic h also die F rage, ob man b ei gegeb ener F unktion f : R

+

! R

+

aus einer dic h t

b esetzten Nullfolge � stets eine dic h t b esetzte T eilfolge �

0

ausw

•

ahlen k ann, so da� f ( r ) auf �

0

gegen eine Konstan te o der gegen 1 k on v ergiert. Leider ist dies im allgemeinen nic h t der F all.

Als Beispiel b etrac h te man

f ( r ) := r

( � 1)

[

p

� log r ]

=

(

r falls [

p

� log r ] gerade ;

1

r

falls [

p

� log r ] ungerade;

r < 1 : (3.B.4)

Dab ei ist [ : : : ] die Gau�-Klammer; die F ortsetzung der F unktion f

•

ur r � 1 ist b eliebig. Man

sieh t leic h t, da� es k eine dic h t b esetzte Nullfolge � gibt, auf der f ( r ) f

•

ur r ! 0 im eigen tlic hen

o der uneigen tlic hen Sinne k on v ergiert.



Kapitel 4

F reie F eldtheorie

Wir w ollen n un die b etrac h teten Strukturen in einem k onkreten Mo dell un tersuc hen und v or

allem die in Eigensc haft 2.1 form ulierte Phasenraum b edingung nac hpr

•

ufen. Dazu b etrac h-

ten wir Mo delle der fr eien F eldthe orie , also Systeme mit b eliebig vielen, nic h t miteinander

w ec hselwirk enden T eilc hen.

Die freie F eldtheorie ist zw ar ph ysik alisc h n ur v on eingesc hr

•

anktem In teresse; ihre einfac he

mathematisc he Struktur mac h t sie ab er zu einem geeigneten T estfall f

•

ur unsere Annahmen.

Bereits in [7 ], [8 ] und [10 ] wurden gewisse Phasenraum b edingungen in der freien Theorie

nac hgewiesen; wir

•

ub ernehmen teilw eise die dort en t wic k elten Metho den. Auc h Haag und

Ojima [17 ] v erw enden ein solc hes Mo dell, um ihre V erm utungen

•

ub er Zustandsk eime plausib el

zu mac hen. Die dortigen Rec hn ungen sind jedo c h sehr heuristisc h; das n un folgende Kapitel

pr

•

azisiert in gewisser W eise die V orstellungen der b eiden Autoren.

Nac hdem wir in Absc hnitt 4.1 das zu un tersuc hende Mo dell b esc hrieb en hab en, gliedert

sic h die Analyse im w esen tlic hen in zw ei T eile: Zun

•

ac hst leiten wir in Absc hnitt 4.2 eine Rei-

henen t wic klung der Abbildung � her und pr

•

ufen so die Eigensc haft 2.1 nac h. Wir erhalten

auf diese W eise ob ere Absc h

•

atzungen f

•

ur die Anzahl der not w endigen Appro ximationsterme,

w enn � bis auf einen festgelegten Rest gen

•

ahert w erden soll. In Absc hnitt 4.3 zeigen wir, da�

andererseits zur Appro ximation v on � eine Mindestanzahl v on Rang-1-Op eratoren not w en-

dig ist (

"

un tere Absc h

•

atzungen \ ); damit folgt, da� k eines der in Absc hnitt 4.2 b erec hneten

Reihenglieder redundan t ist bzw. en tfallen k ann.

Die genann ten Rec hn ungen f

•

uhren wir n ur f

•

ur den einfac hsten F all, ein r e el les skalar es

fr eies F eld , v ollst

•

andig durc h; die Erw eiterung auf allgemeinere Situationen wird ab er so w eit

als m

•

oglic h angedeutet.

Die freie F eldtheorie wird b ek ann terma�en durc h Punktfelder � ( x ) bzw. ausin tegrierte

Wigh tman-Distributionen � ( f ) de�niert. Absc hnitt 4.4 b esc h

•

aftigt sic h mit dem Zusammen-

hang des un tersuc h ten algebraisc hen Mo dells mit diesen Punktfeldern; wir zeigen, da� die

in Kapitel 2 k onstruierten lok alen F elder hier gerade mit dem de�nierenden F eld � ( f ) und

dessen F unktionen (Ableitungen, Wic kpro dukte)

•

ub ereinstimmen.

Sc hlie�lic h diskutiert Absc hnitt 4.5 Erw eiterungsm

•

oglic hk eiten des b etrac h teten Mo dells

und Beispiele, in denen die hier v orgestellte Metho de v ersagt.
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4.1 Das Mo dell

Dieser Absc hnitt gibt einen kurzen

•

Ub erblic k

•

ub er die F orm ulierung der freien F eldtheorie,

genauer der Theorie freier Bosonen, im algebraisc hen Rahmen. Wir nennen dab ei n ur die

De�nitionen und Resultate; eine ausf

•

uhrlic here Darstellung der Konstruktion �ndet man in

[2 , Kapitel 8.3].

4.1.1 Ein teilc henraum

Die Konstruktion b eginn t mit dem Einteilchenr aum K , einem separablen Hilb ertraum mit

Sk alarpro dukt h�j�i , dessen Elemen te man als W ellenfunktionen eines T eilc hens (

"

im Impuls-

raum \ ) deutet. Auf K hat man eine unit

•

are Darstellung U

K

(� ; x ) der P oincar � e-Grupp e P ,

w elc he die Sp ektrumsb edingung erf

•

ullt. Der selbstadjungierte Generator ! der Zeittranslation

k ann als Energieop erator in terpretiert w erden; wir b ezeic hnen seinen Sp ektralpro jektor auf

das In terv all [0 ; E ] mit Q ( E ).

W eiterhin ist auf K eine an tiunit

•

are In v olution J gegeb en, d.h. ein an tilinearer Op erator

mit J

2

= 1 , h J f j J g i = h g j f i . Wir nehmen an, da� J mit ! k omm utiert. Jedes f 2 K b esitzt

eine eindeutige Zerlegung in J -in v arian te F unktionen der F orm

f = f

+

+ if

�

; J f

�

= f

�

; (4.1.1)

dab ei ist explizit

f

+

=

1

2

(1 + J ) f ; f

�

=

1

2 i

(1 � J ) f : (4.1.2)

Sp eziell b etrac h ten wir im folgenden die Theorie eines rellen sk alaren freien T eilc hens der

Masse m � 0 in s r

•

aumlic hen Dimensionen. Hier ist der Ein teilc henraum gegeb en als

K = L

2

( R

s

; d

s

p ) (4.1.3)

mit dem

•

ublic hen Sk alarpro dukt. Die Zeittranslation wird generiert durc h

! =

p

~p

2

+ m

2

(als Multiplik ationsop e rator) ; (4.1.4)

die Generatoren f

•

ur r

•

aumlic he T ranslationen sind die Multiplik ationsop eratoren mit den Ko-

ordinaten p

j

. F

•

ur die De�nition der Darsteller v on Loren tztransformationen sei auf [25 ,

sect. 1-4.] v erwiesen; wir w erden sie nic h t explizit b en

•

otigen.

V om

"

Impulsraum \ L

2

( R

s

; d

s

p ) k ann man durc h F ouriertransformation zum

"

Ortsraum \

L

2

( R

s

; d

s

x )

•

ub ergehen (zu V orzeic henk on v en tionen siehe Seite 104); die T ransformation ist

unit

•

ar, so da� man jedes f 2 K und jeden linearen Op erator auf K w ahlw eise in einem der

b eiden R

•

aume b etrac h ten k ann. Um die Notation nic h t zu

•

ub erfrac h ten, w erden die b eiden

Darstellungen im folgenden nic h t streng un tersc hieden, sondern es wird lediglic h

•

ub er das

F unktionsargumen t ~ x bzw. ~p angedeutet, ob man sic h im Orts- o der Impulsraum b e�ndet.

Die In v olution J k ann n un durc h k omplexe Konjugation im Ortsraum de�niert w erden:

( J f )( ~ x ) = f ( ~ x ) , ( J f )( ~p ) = f ( � ~p ) : (4.1.5)

J hat also die Bedeutung, die Aufspaltung der W ellenfun tionen in Real- und Imagin

•

arteil zu

b esc hreib en resp ektiv e (im allgemeinen F all) diesen Begri� auf b eliebige Ein teilc henr

•

aume zu

erw eitern.
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4.1.2 F o c kraum

Die Besc hreibung v on Mehrteilc henzust

•

anden gesc hieh t mit Hilfe symmetrisierter T ensorpro-

dukte v on K , der sogenann ten n -T eilchen-R

•

aume

H

n

:= Symm 


n

K ( n 2 N ) : (4.1.6)

Au�erdem setzen wir H

0

:= C � 
 als eindimensionalen

"

0-T eilc hen-Raum \ ; ph ysik alisc h re-

pr

•

asen tiert 
 das V akuum. Aus den H

n

bildet man n un den F o ckr aum H :

H :=

1

M

n =0

H

n

mit Sk alarpro dukt ( �j� ) : (4.1.7)

Mehr v on tec hnisc her Bedeutung ist der Raum der V ektor en end licher T eilchenzahl , der aus

end lichen Lineark om binationen v on Pro duktv ektoren b esteh t:

H

0

:= Span

n

N

M

n =0

Symm

�

f

n 1


 � � � 
 f

nn

�

�

�

�

N 2 N

0

; f

ij

2 K

o

: (4.1.8)

Er ist dic h t in H .

Die Darstellung U

K

(� ; x ) v on P auf K b estimm t durc h

"

zw eite Quan tisierung \ eine Dar-

stellung U (� ; x ) auf H . Die Generatoren der T ranslationen sc hreib en wir wie zuv or als P

�

( � = 0 : : : s ); sp eziell f

•

ur die Zeittranslation ist das der Hamiltonop erator H = P

0

. Seine

Sp ektralpro jektoren auf [0 ; E ] notieren wir wie gehabt als P ( E ).

Zu f 2 K hat man die

•

ublic hen Erzeugungs- und V ernic h tungsop eratoren a

�

( f ) und a ( f ),

die linear bzw. an tilinear in f sind und k anonisc he V ertausc h ungsrelationen erf

•

ullen:

[ a ( f ) ; a

�

( g )] = h f j g i 1 ; [ a

�

( f ) ; a

�

( g )] = 0 = [ a ( f ) ; a ( g )] ( f ; g 2 K ) : (4.1.9)

Sie sind un b esc hr

•

ankt, ab er zumindest auf H

0

de�niert. Durc h An w endung der Erzeugungs-

op eratoren a

�

( � ) auf 
 k ann man ganz H

0

(und nac h Absc hlu� auc h H ) erhalten, und zw ar

mit Hilfe folgender Relation:

a

�

( f

1

) : : : a

�

( f

n

)
 =

p

n ! Symm( f

1


 � � � 
 f

n

) ; f

1

; : : : ; f

n

2 K : (4.1.10)

Der o�en bar symmetrisc he Op erator a ( f ) + a

�

( f ) ist nac h geeigneter Erw eiterung des

De�nitionsb ereic he s selbstadjungiert [22 , Theorem X.41]; man k ann daher die unit

•

aren Op e-

ratoren

W ( f ) = e

i ( a ( f )+ a

�

( f ))

(4.1.11)

b etrac h ten. Sie w erden als Weyl-Op er ator en b ezeic hnet; wir listen hier einige ihrer Eigensc haf-

ten auf:

W ( f ) W ( g ) = W ( f + g ) e

i Im <g j f >

; (4.1.12)

W ( f ) = e

ia

�

( f )

e

ia ( f )

e

�

1

2

jj f jj

2

; (4.1.13)

[ a ( g ) ; W ( f )] = i h g j f i W ( f ) ; [ a

�

( g ) ; W ( f )] = � i h f j g i W ( f ) ; (4.1.14)

(
 j W ( f )
) = e

�

1

2

jj f jj

2

: (4.1.15)
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4.1.3 Lok ale Algebren

Die De�nition der lok alen Algebren A ( O ) erfolgt so: Zu jeder o�enen Menge O � R

s +1

sind zw ei abgesc hlossene Un terr

•

aume L

�

( O ) � K gegeb en. Sie sind un ter J in v arian t, al-

so J L

�

( O ) � L

�

( O ); b ezeic hnet P

�

L

( O ) den Pro jektor auf L

�

( O ), dann impliziert das

[ J ; P

�

L

( O )] = 0. Die R

•

aume L

�

( O ) h

•

angen mit den Anfangsw erten des Cauc h yproblems f

•

ur

die zugrundeliegende F eldgleic h ung zusammen (n

•

aheres siehe Absc hnitt 4.4). Man b etrac h tet

jetzt folgenden r e el l -linearen Un terraum v on K :

L ( O ) = (1 + J ) L

+

( O ) + (1 � J ) L

�

( O ) : (4.1.16)

F

•

ur f 2 L ( O ) ist in der Zerlegung (4.1.1) dann f

�

2 L

�

( O ).

Die lok ale Algebra f

•

ur O wird n un v on allen zu L ( O ) geh

•

orenden W eylop eratoren erzeugt,

en th

•

alt also deren Lineark om binationen und sc h w ac he Limespunkte:

A ( O ) :=

�

W ( f ) j f 2 L ( O )

	

00

: (4.1.17)

Erf

•

ullen die L ( O ) n un Isotonie-, Ko v arianz- und Lok alit

•

atsb edingungen, w ob ei die Lok alit

•

at

form uliert wird durc h

h f

1

j f

2

i = h f

2

j f

1

i f

•

ur raumartig getrenn te O

1

; O

2

und f

i

2 O

i

; (4.1.18)

dann bilden die A ( O ) ein lok ales Netz, das die Axiome aus Absc hnitt 1.2 erf

•

ullt. Die Darstel-

lung der P oincar � e-Grupp e P ist dab ei p er De�nition unit

•

ar implemen tiert:

�

� ;x

( � ) := U (� ; x ) � U (� ; x )

�

: (4.1.19)

F

•

ur das reelle sk alare F eld w erden die R

•

aume L

�

wie folgt de�niert: F

•

ur o�ene Standard-

Dopp elk egel O

r

v om Radius r mit Mittelpunkt 0 (wie in (2.1.1) de�niert) setzt man

L

�

( O

r

) := !

�

1

2

D

C

( r ) : (4.1.20)

Dab ei b ezeic hnet D

C

( r ) die Menge der k omplexw ertigen Sc h w artzfunktionen auf R

s

, deren

T r

•

ager im Ortsraum innerhalb der Kugel j ~ x j < r liegt. Damit sind die L ( O ) f

•

ur eine Nullum-

gebungsbasis erkl

•

art; durc h An w endung der T ranslationen U

K

( x ) erh

•

alt man sie f

•

ur Umge-

bungsbasen b eliebiger x , f

•

ur allgemeines O dann p er Additivit

•

at. F

•

ur unsere Analyse gen

•

ugt

es, Dopp elk egel O

r

zu b etrac h ten; wir sc hreib en daher auc h kurz P

�

L

( O

r

) = P

�

L

( r ).

4.2 Ob ere Absc h

•

atzungen

Es geh t uns n un darum, im b esc hrieb enen Mo dell die Phasenraum b edingung aus Eigensc haft

2.1 nac hzupr

•

ufen und eine Darstellung

� =

X

j

�

j

�

j

; (4.2.1)

also eine En t wic klung v on � nac h Rang-1-Abbildungen zu etablieren. Wir b etrac h ten dazu

zun

•

ac hst die Einsc hr

•

ankung �

E ;r

v on � auf �

E

und A ( O

r

) b ei festem E ; r und un tersuc hen

danac h deren F ortsetzung zu �.
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Im Zusammenhang mit der v on ihnen un tersuc h ten Nuklearit

•

atsb edingung hatten sc hon

Buc hholz und P orrmann [8 ] eine En t wic klung v on �

E ;r

nac h Rang-1-Op eratoren angegeb en.

1

In dieser Arb eit lag das Augenmerk ab er haupts

•

ac hlic h auf einer Absc h

•

atzung der p -Normen

v on �

E ;r

; die einzelnen T erme der Reihenen t wic klung w aren ohne Belang. Buc hholz [5] gelang

es sp

•

ater, die dort v erw endeten Konzepte so zu erw eitern, da� auc h die Normen der einzelnen

Appro ximationsterme �

j

�

j

und ihr V erhalten mit E und r k on trolliert w erden k onn ten.

F

•

ur unsere Zw ec k e w eist der Ansatz dieser Autoren ab er einen en tsc heidenden Mangel

auf: Die v on ihnen b erec hneten �

j

und �

j

h

•

angen in subtiler und k aum zu k on trollierender

W eise v on E und r ab. Wir m

•

oc h ten jedo c h letztlic h eine En t wic klung der F orm (4.2.1) mit

E - und r -unabh

•

angigen T ermen erhalten - diese F orm hatte sic h in Kapitel 2 als wic h tig f

•

ur

die Konstruktion v on Punktfeldern erwiesen. Das V erfahren aus [8 ] m u� daher in unserem

Sinne mo di�ziert w erden.

Gleic hzeitig b eseitigen wir einen w eiteren Nac h teil des genann ten Konzepts: Die Anzahl

der Appro ximationsterme (f

•

ur Appro ximation bis zu einer gegeb enen Genauigk eit) ist in [8 ]

nic h t minimal gew

•

ahlt - dies ist dort auc h nic h t relev an t, f

•

uhrte ab er zu einer Diskrepanz

zwisc hen den v on Buc hholz [5 ] einerseits und Haag/Ojima [17 ] andererseits b erec hneten

"

Di-

mensionen der Keime \ . Die hier hergeleitete En t wic klung b esteh t hingegen im b esc hrieb enen

Sinn aus minimal vielen T ermen, wie wir in Absc hnitt 4.3 no c h pr

•

azisieren w erden.

4.2.1 V orgehensw eise

Um die Phasenraum b edingung in Eigensc haft 2.1 nac hzu w eisen, hab en wir die Inklusionsab-

bildung

� :

[

E

�

E

, ! � (4.2.2)

b ez

•

uglic h der Pseudometrik en

d

k

( #; #

0

) = lim sup

r ! 0

Z

�

sup

E � r

� 1

k # � #

0

k

E ;r

r

k

(1 + E )

k

�

; k 2 N (4.2.3)

durc h Rang-1-Op eratoren zu appro ximieren.

2

Wir w erden uns dazu, wie erw

•

ahn t, zun

•

ac hst

auf festes E und r b esc hr

•

ank en und die Abbildung

�

E ;r

: �

E

! �( O

r

) ; � 7! � d A ( O

r

) (4.2.4)

b ez

•

uglic h der Norm top ologie appro ximieren. Es erw eist sic h als no c h g

•

unstiger (und

•

aquiv a-

len t), stattdessen die duale Abbildung

�

�

E ;r

: A ( O

r

) ! P ( E ) B ( H ) P ( E ) ; A 7! P ( E ) AP ( E ) (4.2.5)

zu b etrac h ten.

Wir w erden f

•

ur �

�

E ;r

zw ei v ersc hiedene En t wic klungen nac h Rang-1-Op eratoren der F orm

�

�

E ;r

( � ) =

X

�

j

( � ) �

j

; �

j

2 �( O

r

) ; �

j

2 P ( E ) B ( H ) P ( E ) (4.2.6)

1

In [8 ] wurde allerdings eine Energied

•

ampfung mit e

� � H

statt P ( E ) v erw endet.

2

Die Nullfolgen � spielen hier k eine Rolle und k

•

onnen b eliebig gew

•

ahlt w erden.
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herleiten; eine da v on b esteh t aus sk alen unabh

•

angigen T ermen und l

•

a�t sic h sp

•

ater zu einer

En t wic klung v on � fortsetzen, die andere b en

•

otigt man n ur aus tec hnisc hen Gr

•

unden w egen

ihrer guten Kon v ergenzeigensc haften.

Beide En t wic klungen w erden zun

•

ac hst durc h explizite Zerlegung v on �

�

E ;r

( W ( f )) mit lo-

k alisiertem f hergeleitet (Absc hnitt 4.2.4); diese Aufgab e l

•

a�t sic h auf Annahmen

•

ub er die

Eigensc haften der Theorie im Ein teilc henraum zur

•

uc kf

•

uhren (Absc hnitt 4.2.2 und 4.2.3), die

wir im F all des reellen sk alaren F eldes explizit nac h w eisen. Dann diskutieren wir, in wiefern

sic h die b erec hnete Zerlegung linear und stetig auf ganz A ( O

r

) fortsetzen l

•

a�t (Absc hnitt

4.2.5).

Zuerst ab er b efassen wir uns mit dem Problem im Ein teilc henraum. Im folgenden b ezeic h-

ne f

�

eine F unktion aus L

�

( O

r

), und es sei k 2 Q ( E ) K . Wir in teressieren uns f

•

ur Reihen-

en t wic klungen des Sk alarpro dukts h f

�

j k i und w erden, wie b ereits erw

•

ahn t, zw ei v ersc hiedene

solc he angeb en.

4.2.2 En t wic klung nac h sk alen unabh

•

angigen F unktionen

Zuerst leiten wir eine Reihendarstellun g f

•

ur das b esagte Sk alarpro dukt her, indem wir Pro-

jektoren auf explizit b ek ann te F unktionen im Ein teilc henraum

"

einsc hieb en \ .

Dazu �xieren wir eine reellw ertige T estfunktion � ( x ) auf R mit � ( x ) = 1 f

•

ur j x j � 1,

� ( x ) = 0 f

•

ur j x j � 2; w eiter setzen wir

�

r

( ~ x ) := �

�

j ~ x j

r

�

; also � 2 S ( R

s

) ; �

r

( ~ x ) = 1 f

•

ur j ~ x j � r : (4.2.7)

Au�erdem b ezeic hnen wir mit �

E

( ~p ) die c harakteristisc he F unktion

�

E

( ~p ) :=

(

1 f

•

ur ! ( ~p ) � E ;

0 sonst.

(4.2.8)

Sei zun

•

ac hst k 2 D ( !

�

1

2

) und au�erdem glatt. W eiterhin sei f

�

2 !

�

1

2

D

C

( r ). (Damit w erden

so w ohl f als auc h k aus dic h ten Mengen der in teressierenden R

•

aume gew

•

ahlt.) Wir k

•

onnen

dann sc hreib en:

h f

�

j k i = h !

�

1

2

f

�

j !

�

1

2

k i =

Z

j ~x j� r

( !

�

1

2

f

�

)( ~ x ) �

^

!

�

1

2

k ( ~ x ) d

s

x

( !

�

1

2

k hat im Impulsraum k ompakten T r

•

ager, die F ouriertransformierte ist also holomorph.)

=

X

� 2M

s

1

� !

@

�

@ x

�

^

!

�

1

2

k

�

�

�

~ x =0

�

Z

j ~x j� r

( !

�

1

2

f

�

)( ~ x ) x

�

�

r

( ~ x ) d

s

x

| {z }

h !

�

1

2

f

�

j x

�

�

r

i

: (4.2.9)

� l

•

auft

•

ub er alle s -stelligen Multiindizes - siehe dazu Anhang 4.2.A. Die auftretende Ableitung
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l

•

a�t sic h auc h als Sk alarpro dukt ausdr

•

uc k en:

@

�

@ x

�

^

!

�

1

2

k

�

�

�

~ x =0

= (2 � )

�

s

2

@

�

@ x

�

Z

! � E

!

�

1

2

k ( ~p ) e

i~ p ~ x

d

s

p

�

�

�

~ x =0

= (2 � )

�

s

2

Z

! � E

!

�

1

2

k ( ~p ) ( ip )

�

d

s

p = h

i

�j � j

(2 � )

s= 2

p

�

�

E

j !

�

1

2

k i : (4.2.10)

Man sieh t n un, da� so w ohl x

�

�

r

wie auc h p

�

�

E

im De�nitionsb ereic h v on !

�

1

2

liegen, falls

s � 2 o der m > 0: F

•

ur p

�

�

E

ist das unmittelbar klar, und da x

�

�

r

eine T estfunktion ist, ist

ihre F ouriertransformierte eb enfalls glatt und f

•

allt rasc h ab. Damit erh

•

alt man insgesam t:

3

h f

�

j k i =

X

�

h f

�

j

p

2

� !

!

�

1

2

x

�

�

r

| {z }

=: h

�

�

ih

i

�j � j

p

2 (2 � )

s= 2

!

�

1

2

p

�

�

E

| {z }

=: g

�

�

j k i =

X

�

h f

�

j h

�

�

ih g

�

�

j k i : (4.2.11)

Die F unktionen g

�

�

und h

�

�

sind v on E bzw. r abh

•

angig de�niert (im Widerspruc h zum Titel

des Absc hnitts); sind ab er E

0

; E

0 0

� E , dann gilt

Q ( E ) g

� ( E

0

)

�

= Q ( E ) g

� ( E

0 0

)

�

; (4.2.12)

in diesem Sinne k

•

onnen wir sagen, da� die De�nition der g

�

�

mit den Q ( E ) v ertr

•

aglic h ist, o der

wir k

•

onnen in Ausdr

•

uc k en der F orm Q ( E ) g

�

�

die g

�

�

als E -unabh

•

angige Gr

•

o�en b etrac h ten.

Analoges gilt f

•

ur die h

�

�

hinsic h tlic h der P

�

L

( r ).

Wir w erden n un no c h die Normen der V ektoren g

�

�

und h

�

�

, insb esondere deren V erhalten

hinsic h tlic h E und r , absc h

•

atzen. Allgemein hat man f

•

ur � � � 1 (und s � 3):

k !

�

p

�

�

E

k

2

=

Z

! � E

!

2 �

p

2 �

d

s

p �

Z

j ~p j� E

p

2 �

�

~p

2

+ m

2

�

�

d

s

p

(Sk alierun g)

= E

s +2 � +2 j � j

Z

j ~p j� 1

p

2 �

|{z}

� 1

�

~p

2

+

�

m

E

�

2

�

�

d

s

p

� E

s +2 � +2 j � j

� const: et w a f

•

ur E > m: (4.2.13)

Die Konstan te h

•

angt zw ar v on � , nic h t ab er v on � ab. Mit der De�nition

q

�

( � ) :=

s � 1

2

+ j � j (4.2.14)

erhalten wir also

k g

�

�

k � E

q

�

( � )

� c

g

so wie k !

�

1

2

g

�

�

k � E

q

�

( � ) �

1

2

� c

g

(4.2.15)

mit einer Konstan ten c

g

.

3

Die in (4.2.11) sc hein bar willk

•

urlic h eingesc hob enen F aktoren

p

2 dienen zur Normierung der in Absc hnitt

4.4.2 rek onstruierten Punktfelder.
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Die Normen der F unktionen h

�

�

lassen sic h so absc h

•

atzen:

k !

�

1

2

x

�

�

r

k

2

=

Z

d

s

p

p

~p

2

+ m

2

� 1

(2 � )

� s

�

�

�

Z

x

�

�

r

( ~ x ) e

� i~ p ~ x

d

s

x

�

�

�

2

(Sk alierung )

= (2 r )

s � 1+2 j � j

(2 � )

� s

Z

d

s

p

p

~p

2

+ (2 mr )

2

� 1

�

�

�

Z

x

�

� ( 2 j ~ x j )

| {z }

�

1

2

( ~x )

e

� i~ p~ x

d

s

x

�

�

�

2

= (2 r )

s � 1+2 j � j




x

�

� 1

2

�

�

p

~p

2

+ (2 mr )

2

� 1

�

�

x

�

� 1

2

�

: (4.2.16)

Im zuletzt stehenden Erw artungsw ert ist zw ar das V erhalten mit r sehr einfac h, das mit �

jedo c h w eitaus sc h wieriger zu k on trollieren. Wir b etrac h ten zun

•

ac hst den F all

"

- \ . Hier gilt

p

~p

2

+ (2 mr )

2

� 1

�

1

j ~p j

: (4.2.17)

Den b etrac h teten Erw artungsw ert b erec hnen wir n un durc h Aufspalten des In tegrationsb e-

reic hes in j ~p j � 1 und j ~p j � 1:




x

�

� 1

2

�

�

1

j ~p j

�

�

x

�

� 1

2

�

= (2 � )

� s

Z

j ~p j� 1

d

s

p

1

j ~p j

�

�

�

Z

x

�

� 1

2

( ~ x ) e

� i~ p~ x

d

s

x

�

�

�

2

+

Z

j ~p j� 1

d

s

p

1

j ~p j

|{z}

� 1

�

�

�

]

x

�

� 1

2

( ~p )

�

�

�

2

� (2 � )

� s

Z

j ~p j� 1

d

s

p

1

j ~p j

�

Z

j ~x j� 1

j x

�

j j � 1

2

( ~ x ) j d

s

x

�

2

+ k x

�

� 1

2

k

2

� const: (4.2.18)

Hier wurde s � 2 v erw endet. Im F all

"

+ \ hat man f

•

ur 2 mr � 1:

p

~p

2

+ (2 mr )

2

� ~p

2

+ (2 mr )

2

+ 1 � ~p

2

+ 2 (4.2.19)

und damit




x

�

� 1

2

�

�

p

~p

2

+ (2 mr )

2

�

�

x

�

� 1

2

�

�




x

�

� 1

2

�

�

� 4
4

4

�

�

x

�

� 1

2

�

+ 2 k x

�

� 1

2

k

2

�

Z

j ~x j� 1

�

grad x

�

� 1

2

�

2

d

s

x + const:

�

Z

j ~x j� 1

s

X

i =1

�

2 �

0

(2 j ~ x j ) �

x

i

j ~ x j

� x

�

| {z }

� const:

0

+ �

i

x

�

0

� 1

2

( ~ x )

| {z }

� const:

0 0

�

2

d

s

x + const:

( �

0

ist gegen

•

ub er � an der i -ten Stelle um 1 v ermindert.)

� const:

00 0

�

X

i

�

2

i

+ const:

000 0

(4.2.20)

Ber

•

uc ksic h tigt man n un, da�

P

�

2

i

� const: �

p

� ! , dann wird mit einer Konstan ten c

h

k h

�

�

k �

(2 r )

q

�

( � )

4

p

� !

� c

h

: (4.2.21)



64 Kapitel 4. F reie F eldtheorie

Wir k ommen jetzt no c h einmal auf die Reihenen t wic klung (4.2.11) zur

•

uc k. Nac h obigen

Absc h

•

atzungen gilt f

•

ur s � 3, E r � 1 und E > 2 m :

X

�

k h

�

�

k k g

�

�

k �

X

�

(2 E r )

j � j

4

p

� !

� (2 E r )

s � 1

2

� const: �

s

Y

i =1

1

X

�

i

=0

(2 E r )

�

i

4

p

�

i

!

� const:

0

< const:

0 0

;

(4.2.22)

denn die P otenzreihe

F ( z ) =

1

X

k =0

z

k

4

p

k !

(4.2.23)

k on v ergiert f

•

ur alle z 2 C nac h dem Quotien tenkriterium. Damit k ann die En t wic klung

(4.2.11) ab er auf alle f

�

2 L

�

( O

r

) und alle k 2 Q ( E ) K ausgedehn t w erden (bisher w aren die

F unktionen n ur aus dic h ten T eilmengen gew

•

ahlt). Wir k

•

onnen im Sinne v on Normk on v ergenz

b ehaupten:

Q ( E ) P

�

L

( r ) =

X

�

Q ( E ) j g

�

�

ih h

�

�

j P

�

L

( r ) : (4.2.24)

T ats

•

ac hlic h b en

•

otigen wir f

•

ur das folgende n ur sc h w ac he Kon v ergenz.

Wir n umerieren die g

�

und h

�

n un mit nat

•

urlic hen Zahlen j statt Multiindizes, und

zw ar derart, da� das aus (4.2.14) resultierende q

�

( j ) monoton mit j w

•

ac hst. F

•

ur sp

•

atere

An w endungen b etrac h ten wir no c h einmal die Summe der Normen dieser V ektoren, w ob ei

wir jetzt die T erme zu niedrigem j fortlassen; mit analogen Argumen tationen wie in (4.2.22)

erhalten wir f

•

ur n 2 N :

1

X

j = n

k h

�

j

k k E

1

2

!

�

1

2

g

�

j

k � (2 E r )

q

�

( n )

� const: (4.2.25)

Da� wir hier die E

1

2

!

�

1

2

g

�

j

statt der die g

�

j

v erw enden, mac h t w egen (4.2.15) k einen Un ter-

sc hied.

Wir form ulieren n un f

•

ur den allgemeinen F all als F orderung, w as wir f

•

ur das reelle sk alare

F eld in s � 3 Raumdimensionen gezeigt hab en:

Eigensc haft 4.1. Zu r � r

0

, E � E

0

, E r � 1 gibt es V ektor en g

�

j

; h

�

j

2 K ( j 2 N ),

vertr

•

aglich

4

mit den Q ( E ) bzw. P

�

L

( r ) , so da�

Q ( E ) � P

�

L

( r ) =

1

X

j =1

Q ( E ) j g

�

j

ih h

�

j

j P

�

L

( r )

im Sinne schwacher Konver genz. Die F unktionen g

�

j

lie gen im De�nitionsb er eich von !

�

1

2

;

die h

�

j

sind invariant unter J . Weiter existier en zwei monoton wachsende F unktionen q

�

:

N ! R

+

mit q

�

( n ) ! 1 ( n ! 1 ), so da�

1

X

j = n

k E

1

2

Q ( E ) !

�

1

2

g

�

j

k k P

�

L

( r ) h

�

j

k � ( cE r )

q

�

( n )

� const: 8 n 2 N :

Dab ei sind E

0

; r

0

und c p ositive Konstanten.

4

F

•

ur eine genauere F orm ulierung dieser Eigensc haft siehe (4.2.12) und die zugeh

•

orige Diskussion.
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Aus dieser Eigensc haft folgt o�en bar auc h im allgemeinen F all

k E

1

2

P ( E ) !

�

1

2

g

�

j

k � k P

�

L

( r ) h

�

j

k � ( cE r )

q

�

( j )

� const: (4.2.26)

- f

•

ur das reelle sk alare F eld w ar das b ereits klar. Insb esondere sind die k E

1

2

P ( E ) !

�

1

2

g

�

j

k f

•

ur

E ! 1 p olynomial b esc hr

•

ankt.

4.2.3 En t wic klung nac h sk alenabh

•

angigen F unktionen

Die ob en b esc hrieb ene En t wic klung v erw endet explizit b ek ann te F unktionen g

�

j

und h

�

j

. Diese

sind jedo c h nic h t orthogonal zueinander; das stellt sic h b ei der Analyse der W ( f ) als hinderlic h

heraus, w enn man An teile f

•

ur hohe T eilc henzahlen absc h

•

atzen will. Wir b en

•

otigen daher eine

w eitere En t wic klung im Ein teilc henraum nac h einem Orthonormalsystem; dies lehn t sic h an

die in [8 ] v erw endete Metho de an. Wir b etrac h ten dazu folgende Op eratoren:

T

�

( E ; r ) := !

�

1

2

Q ( E ) P

�

L

( r ) : (4.2.27)

Die v on ihnen geforderte Eigensc haft form ulieren wir gleic h allgemein:

Eigensc haft 4.2. Die Op er ator en T

�

( E ; r ) = !

�

1

2

Q ( E ) P

�

L

( r ) sind in der Spurklasse, und

f

•

ur ihr e Spurnormen gilt mit einem � > 0 :

k T

�

( E ; r ) k

1

� E

�

1

2

( E r )

�

� const: f

•

ur r � r

0

; E � E

0

; E r � 1 :

Der Nac h w eis dieser Eigensc haft f

•

ur das reelle sk alare F eld wird in Anhang 4.2.C gef

•

uhrt.

Wir sc hreib en n un j T

�

j = ( T

��

T

�

)

1

2

und b ezeic hnen die kleinste ob ere Sc hrank e

5

v on j T

+

j

und j T

�

j mit T . Dann ist T nac h Lemma 4.15 eb enfalls in der Spurklasse, und die Spurnorm

erf

•

ullt Sc hrank en v om in Eigensc haft 4.2 genann ten T yp. Die der Gr

•

o�e nac h geordneten

Eigen w erte v on T seien t

j

; j 2 N , und die zugeh

•

origen Eigen v ektoren b enennen wir mit e

j

.

Die In v olution J v ertausc h t mit ! und P

�

L

, also auc h mit den T

�

und ihren Adjungierten,

damit auc h mit j T

�

j und nac h Korollar 4.14 sc hlie�lic h mit T . Wir k

•

onnen also J e

j

= e

j

annehmen. Die e

j

bilden eine Orthonormalbasis v on K ; daher k ann man das in teressierende

Sk alarpro dukt zwisc hen f

�

2 L

�

( O

r

) und k 2 Q ( E ) K so en t wic k eln:

h f

�

j k i = h P

�

L

( r ) f

�

j Q ( E ) !

�

1

2

!

+

1

2

k i = h f

�

j T

��

!

1

2

k i

=

X

j

h f

�

j e

j

ih e

j

j T

��

!

1

2

k i =

X

j

h f

�

j e

j

ih !

1

2

T

�

e

j

j k i : (4.2.28)

(Man b eac h te, da� das Bild v on T

�

nac h De�nition (4.2.27) immer im De�nitionsb ereic h v on

!

1

2

liegt.) Im Sinne sc h w ac her Kon v ergenz gilt also

Q ( E ) P

�

L

( r ) =

X

j

Q ( E ) j !

1

2

T

�

e

j

ih e

j

j P

�

L

( r ) : (4.2.29)

Wir wissen dab ei, da�

k T

�

e

j

k

2

= h e

j

j j T

�

j

2

e

j

i � h e

j

j T

2

e

j

i = t

2

j

� E

� 1

� ( E r )

2 �

� const: (4.2.30)

Es sei no c h einmal darauf hingewiesen, da� mit den T

�

( E ; r ) auc h T und die e

j

explizit

v on E und r abh

•

angen.

5

Siehe dazu Anhang 4.2.D.
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4.2.4 Aufspaltung der W eylop eratoren

Wir

•

ub ertragen die b ewiesenen bzw. v orausgesetzten Eigensc haften der Theorie im Ein teil-

c henraum jetzt auf den F o c kraum, indem wir eine Reihenen t wic klung f

•

ur W eylop eratoren

W ( f ) herleiten.

Sei dazu f 2 L ( O

r

). Wir zerlegen f wie in (4.1.1) in

"

Real- und Imagin

•

arteil \ , d.h. wir

sc hreib en f = f

+

+ if

�

mit J -in v arian ten V ektoren f

�

2 L

�

( O

r

). Der W eylop erator W ( f )

k ann dann wie folgt als Exp onen tialreihe dargestellt w erden:

W ( f ) = e

�

1

2

k f k

2

e

ia

�

( f )

e

ia ( f )

= e

�

1

2

k f k

2

e

ia

�

( f

+

)

e

� a

�

( f

�

)

e

ia ( f

+

)

e

+ a ( f

�

)

= e

�

1

2

k f k

2

X

m

�

;n

�

2 N

0

i

m

+

+ n

+

+2 m

�

m

+

! m

�

! n

+

! n

�

!

a

�

( f

+

)

m

+

a

�

( f

�

)

m

�

a ( f

+

)

n

+

a ( f

�

)

n

�

: (4.2.31)

Die Gleic h ungen sind dab ei im Sinne quadratisc her F ormen auf H

0

� H

0

zu v erstehen. Um

unsere Kenn tnisse

•

ub er die Theorie im Ein teilc henraum ein bringen zu k

•

onnen, m

•

ussen wir

die v ork ommenden P olynome v on Erzeugungs- und V ernic h tungsop eratoren in Op eratoren

zwisc hen den n -T eilc hen-R

•

aumen zerlegen.

6

Der

•

Ub ersic h tlic hk eit halb er b eginnen wir mit

den einfac hsten Monomen:

Lemma 4.3. Im Sinne von Op er ator en von H

0

nach H

0

gilt

a

�

( f

�

) =

1

X

w =0

p

w + 1 Symm

�

j f

�

i 
 1

w

�

; a ( f

�

) =

1

X

w =0

p

w + 1 Symm

�

h f

�

j 
 1

w

�

:

(Dab ei ist 1

w

der Einsop er ator auf H

w

; die Op er ator en unter der Symmetrisierung sind dur ch

0 auf das ortho gonale Komplement von H

w

bzw. H

w +1

fortgesetzt.)

Beweis. Zun

•

ac hst sieh t man unmittelbar, da� die formal unendlic hen Summen

•

ub er w nac h

An w endung auf einen V ektor aus H

0

endlic h w erden und wieder einen V ektor aus H

0

liefern.

Aus Gr

•

unden der Linearit

•

at reic h t es, die Relationen auf V ektoren der F orm Symm( b

1


 � � � 


b

k

) 2 H

k

nac hzupr

•

ufen. Dort hat man

1

X

w =0

p

w + 1 Symm

�

j f

�

i 
 1

w

�

Symm( b

1


 � � � 
 b

k

)

=

p

k + 1 Symm( f

�


 b

1


 � � � 
 b

k

)

(4.1.10)

= a

�

( f

�

) Symm ( b

1


 � � � 
 b

k

) : (4.2.32)

Damit ist die Relation f

•

ur Erzeuger gezeigt; diejenige f

•

ur V ernic h ter folgt analog.

In h

•

oheren Monomen a

�

( f

+

)

m

+

a

�

( f

�

)

m

�

a ( f

+

)

n

+

a ( f

�

)

n

�

k

•

onnen wir n un jeden F aktor

nac h Lemma 4.3 en t wic klen; die auftretenden Mehrfac hsummen reduzieren sic h dab ei sofort

auf eine einzelne Summation, denn es ist

Symm

�

j f

+

i 
 1

w

�

� Symm

�

j f

+

i 
 1

w

0

�

= �

w ;w

0

+1

Symm

�

j f

+

i


 2


 1

w

�

(4.2.33)

und so w eiter. Man erh

•

alt auf diese W eise:

6

Das dazu v erw endete Konzept ist ein Sp ezialfall einer allgemeinen En t wic klungsformel f

•

ur b esc hr

•

ankte

Op eratoren auf dem F o c kraum [1]. Wir b en

•

otigen den allgemeinen F ormalism us hier jedo c h nic h t.
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Lemma 4.4. Im Sinne von Op er ator en von H

0

nach H

0

gilt

a

�

( f

+

)

m

+

a

�

( f

�

)

m

�

a ( f

+

)

n

+

a ( f

�

)

n

�

=

1

X

w =0

p

( m + w )!( n + w )!

w !

Symm

�

m

+


 j f

+

i

m

�


 j f

�

i

n

+


 h f

+

j

n

�


 h f

�

j 
 1

w

�

:

Dab ei ist m = m

+

+ m

�

; n = n

+

+ n

�

.

W enn wir die un ter der Symmetrisierung auftretenden Ein teilc hen-V ektoren und - Linear-

formen no c h zus

•

atzlic h mit einer Energieb esc hr

•

ankung v ersehen, dann k

•

onnen wir die Reihen-

en twic klung aus Eigensc haft 4.1 einsetzen. So ergibt sic h


 Q ( E )

�

m

+


 j f

+

i

m

�


 j f

�

i

n

+


 h f

+

j

n

�


 h f

�

j

�


 Q ( E )

=

X

k

�

i

;l

�

j

2 N

Y

h f

+

j h

+

k

+

i

i

Y

h f

�

j h

�

k

�

i

i

Y

h f

+

j h

+

l

+

j

i

Y

h f

�

j h

�

l

�

j

i

� 
 Q ( E )

�


 j g

+

k

+

i

i 
 j g

�

k

�

i

i 
 h g

+

l

+

j

j 
 h g

�

l

�

j

j

�


 Q ( E ) : (4.2.34)

- hier wird

•

ub er m

+

+ m

�

+ n

+

+ n

�

v ersc hiedene Indizes summiert. Wir hab en v erw endet,

da� so w ohl die f

�

wie die h

�

k

in v arian t un ter J sind, so da� im Sk alarpro dukt die Seiten

v ertausc h t w erden k

•

onnen. Eine en tsprec hende En t wic klung erh

•

alt man auc h nac h (4.2.29)

mit den e

j

.

Wir setzen dieses Ergebnis n un in den Ausdruc k aus Lemma 4.4 ein; da die Summation

•

ub er w in Matrixelemen ten tats

•

ac hlic h immer endlic h ist, l

•

a�t sic h die Reihenfolge der Sum-

menzeic hen ohne w eiteres v ertausc hen. Wir w enden dann Lemma 4.4 erneut an; das ergibt:

P ( E ) a

�

( f

+

)

m

+

a

�

( f

�

)

m

�

a ( f

+

)

n

+

a ( f

�

)

n

�

P ( E )

=

X

k

�

i

;l

�

j

2 N

Y

h f

+

j h

+

k

+

i

i

Y

h f

�

j h

�

k

�

i

i

Y

h f

+

j h

+

l

+

j

i

Y

h f

�

j h

�

l

�

j

i

� P ( E )

Y

a

�

( g

+

k

+

i

)

Y

a

�

( g

�

k

�

i

)

Y

a ( g

+

l

+

j

)

Y

a ( g

�

l

�

j

) P ( E ) : (4.2.35)

Um aus diesen T ermen nac h (4.2.31) W eylop eratoren zu erhalten, m u� no c h

•

ub er m

�

und

n

�

summiert w erden. Dazu organisieren wir die Summe um, indem wir

� alle T erme mit gleic hen P otenzen v on h f

+

j h

+

j

i und h f

�

j h

�

j

i zusammenfassen und

� diese Summanden mit zw ei Multiindizes �

�

2 M

1

n umerieren, w ob ei �

+

1

die Anzahl

der F aktoren h f

+

j h

+

1

i z

•

ahlt usf.

Wir w erden �

+

und �

�

manc hmal auc h zu einem einzigen Multiindex � zusammen-

fassen, w ob ei wir die Anordn ung der Komp onen ten �

j

so w

•

ahlen, da� das analog zu

(4.2.14) gebildete q ( j ) monoton mit j w

•

ac hst.

Auf diese W eise erh

•

alt man sc hlie�lic h

P ( E ) W ( f ) P ( E ) =

X

�

+

;�

�

e

�

1

2

k f k

2

h f

+

j h

+

i

�

+

h f

�

j h

�

i

�

�

� P ( E ) �

�

+

�

� P ( E ) (4.2.36)
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mit Op eratoren (quadratisc hen F ormen) �

�

+

�

� , die sic h ergeb en als

�

�

+

�

� =

X

i

m

+

+ n

+

+2 m

�

m

+

! m

�

! n

+

! n

�

!

a

�

( g

?

) : : : a ( g

?

) : : : ; (4.2.37)

a

�

( g

?

) : : : a ( g

?

) : : : sind gewisse Pro dukte v on Erzeugern bzw. V ernic h tern der g

�

j

, und zw ar

mit der durc h die Multiindizes �

+

; �

�

b esc hrieb enen Multiplizit

•

at. Summiert wird

•

ub er alle

m

•

oglic hen solc hen Pro dukte; insgesam t en th

•

alt die Summe

j �

+

j ! j �

�

j !

�

+

! �

�

!

( j �

+

j + 1)( j �

�

j + 1) T erme.

7

Die En t wic klung (4.2.36) k on v ergiert im Sinne quadratisc her F ormen auf H

0

� H

0

.

Analog k omm t man zu einer En t wic klung

P ( E ) W ( f ) P ( E ) =

X

�

+

;�

�

e

�

1

2

k h k

2

h f

+

j e i

�

+

h f

�

j e i

�

�

� P ( E ) �

�

+

�

�
P ( E ) (4.2.38)

mit Op eratoren �

�

+

�

� , die aus en tsprec henden Summen mit Erzeugern und V ernic h tern der

!

+

1

2

T

�

e

j

gebildet w erden.

4.2.5 Erw eiterung und Normk on v ergenz der Reihe

Wir w ollen die angegeb enen En t wic klungen (4.2.36) und (4.2.38) jetzt auf ganz A ( O

r

) aus-

dehnen;

8

hierzu m

•

ussen einerseits die Normen der einzelnen Summanden abgesc h

•

atzt w erden,

andererseits m

•

ussen die v on f

�

abh

•

angigen V orfaktoren durc h lineare F unktionale der W ( f )

ersetzt w erden.

Wir b etrac h ten zun

•

ac hst die Op eratoren P ( E ) �

�

+

�

� P ( E ), die eine Summendarstellung

wie in (4.2.37) b esitzen. Un ter V erw endung sogenann ter

"

Energiesc hrank en \ [8 , sec. 3.3]

k P ( E )

J

Y

j =1

a

�

( !

1

2

b

j

)

K

Y

k =1

a ( !

1

2

^

b

k

) P ( E ) k �

J

Y

j =1

k b

j

k

K

Y

k =1

k

^

b

k

k E

J + K

2

; b

j

;

^

b

k

2 K (4.2.39)

sieh t man unmittelbar, da� ihre einzelnen Summanden b esc hr

•

ankt sind; au�erdem ist die

Sc hrank e f

•

ur jeden Summanden gleic h, da sie sic h b ei P erm utation der g

�

j

nic h t

•

andert. Zu

den V orfaktoren in (4.2.37) sei b emerkt, da� stets m

�

+ n

�

= j �

�

j und daher j �

�

j ! = ( m

�

! n

�

! ) �

2

j �

�

j

(Binomialk o e�zien ten). Damit ergibt sic h

k �

�

k

E

� k P ( E ) �

�

P ( E ) k �

2

j � j

� !

( j �

+

j + 1)( j �

�

j + 1) k Q ( E ) !

�

1

2

g

+

k

�

+

k Q ( E ) !

�

1

2

g

�

k

�

�

E

j � j

2

�

4

j � j

� !

k E

1

2

Q ( E ) !

�

1

2

g k

�

: (4.2.40)

Wir hab en dab ei sehr grob j �

�

j + 1 � 2

j �

�

j

abgesc h

•

atzt. En tsprec hend erh

•

alt man un ter

V erw endung v on (4.2.30):

k �

�

k

E

� k P ( E ) �

�

P ( E ) k �

4

j � j

� !

t

�

+

t

�

�

E

j � j

2

: (4.2.41)

7

Bei v orgegeb enem �

+

m

•

ussen m

+

und n

+

so gew

•

ahlt w erden, da� m

+

+ n

+

= j �

+

j ; daf

•

ur gibt es

( j �

+

j + 1) M

•

oglic hk eiten. Sind m

+

; n

+

�xiert, dann hat man no c h die Ein tr

•

age v on �

+

auf die einzelnen

Erzeuger/V ernic h ter zu

"

v erteilen \ , w of

•

ur es p er Multinomial k o e �zienten j �

+

j ! =�

+

! Alternativ en gibt. �

�

liefert einen analogen Beitrag.

8

F

•

ur den Ausdruc k (4.2.36) wird das n ur teilw eise gelingen.
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Nun w erden die v on f

�

abh

•

angigen F aktoren in (4.2.36) b etrac h tet. Wir n utzen dazu die

in Anhang 4.2.B k onstruierten sp eziellen F unktionale aus. Nac h Aussage 4.8 lassen sic h die

fraglic hen F aktoren als Ausw ertung eines F unktionals �

�

+

�

� auf W ( f ) darstellen:

�

�

+

�

�

�

W ( f )

�

= e

�

1

2

k f k

2

h f

+

j h

+

i

�

+

h f

�

j h

�

i

�

�

: (4.2.42)

Wir k

•

onnen also diese F unktionale in F ormel (4.2.36) einsetzen und erhalten

P ( E ) W ( f ) P ( E ) =

X

�

�

�

�

W ( f )

�

� P ( E ) �

�

P ( E ) (4.2.43)

und mit analog (nac h Aussage 4.9) gebildeten �

�

zur En t wic klung (4.2.38)

P ( E ) W ( f ) P ( E ) =

X

�

�

�

�

W ( f )

�

� P ( E ) �

�

P ( E ) : (4.2.44)

Beide En t wic klungen lassen sic h sofort auf die lineare H

•

ulle der W ( f ) fortsetzen. Um eine

stetige F ortsetzung auf ganz A ( O

r

) zu erm

•

oglic hen, m u� no c h die Normk on v ergenz der obigen

Reihen gezeigt w erden; w egen der sc h w ac hen Stetigk eit der F unktionale �

�

bzw. �

�

reic h t es

zu zeigen, da� die Reihe der Normen k on v ergiert. Nac h Aussage 4.8 und 4.9 wissen wir, da�

k �

�

+

�

� k � 2

j � j

p

j � j ! k P

+

L

( r ) h

+

k

�

+

k P

�

L

( r ) h

�

k

�

�

; k �

�

+

�

� k � 4

j � j

p

� ! : (4.2.45)

Nur im letzteren F all reic hen diese Sc hrank en aus, um die gew

•

unsc h te Kon v ergenz zu etablie-

ren: Man erh

•

alt

X

�

+

;�

�

k �

�

+

�

� k k �

�

+

�

� k

E

�

X

�

+

;�

�

16

j �

+

j + j �

�

j

t

�

+

+ �

�

p

�

+

! �

�

!

E

j � j

2

=

�

1

Y

j =1

1

X

k =0

(16 E

1

2

t

j

)

k

p

k !

�

2

:

(4.2.46)

Die P otenzreihe

F ( z ) =

1

X

k =0

(16 z )

k

p

k !

(4.2.47)

k on v ergiert f

•

ur alle z 2 C nac h dem Quotien tenkriterium; insb esondere k on v ergiert die Reihe

in (4.2.46). Zur Ko v ergenz des unendlic hen Pro dukts b eac h te man, da� log F ( z ) eine di�e-

renzierbare F unktion ist mit log F (0) = 0, log F ( x ) > 0 8 x > 0; daher gibt zu x

0

> 0 eine

Konstan te c

0

, so da�

0 � log F ( x ) � c

0

� x 8 x 2 [0 ; x

0

] : (4.2.48)

Man b eac h te, da� w egen Eigensc haft 4.2 gilt

E

1

2

t

j

� E

1

2

k T k

1

� const: ; (4.2.49)

wir k

•

onnen x

0

also unabh

•

angig v on E so w

•

ahlen, da� stets E

1

2

t

j

� x

0

. Mit diesen Absc h

•

atzun-

gen wird

log

1

Y

f =1

F ( E

1

2

t

j

) =

1

X

j =1

log F ( E

1

2

t

j

) � c

0

1

X

j =1

E

1

2

t

j

= c

0

� E

1

2

tr T � const: (4.2.50)
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Die Kon v ergenz der Summe (4.2.44) ist also gew

•

ahrleistet, und zw ar gleic hm

•

a�ig im Argumen t

v on �

�

; wir hab en im Sinne der Normk on v ergenz v on Abbildungen

�

�

E ;r

=

X

�

�

�

� P ( E ) �

�

P ( E ) : (4.2.51)

F

•

ur die En t wic klung nac h �

�

; �

�

l

•

a�t sic h aufgrund der sc hlec h teren Absc h

•

atzungen f

•

ur

die k �

�

k k eine derartige Kon v ergenz f

•

ur die gesam te Reihe zeigen - der F aktor

p

j � j ! statt

p

� ! in (4.2.45) v erhindet dies. Man k ann jedo c h die T eilsummen v on (4.2.43) b ei festen

T eilc henzahle n j �

�

j b etrac h ten; w egen m

�

+ n

�

= j �

�

j in (4.2.35) k ann man auc h sie auf die

lineare H

•

ulle der W ( f ) fortsetzen. F

•

ur die Summe der Normen gilt

X

j �

�

j = N

�

k �

�

+

�

� k k �

�

+

�

� k

E

�

X

j �

�

j = N

�

8

j � j

p

j � j !

� !

k P

+

L

( r ) h

+

k

�

+

k P

�

L

( r ) h

�

k

�

�

k E

1

2

Q ( E ) !

�

1

2

g

+

k

�

+

k E

1

2

Q ( E ) !

�

1

2

g

�

k

�

�

� 8

N

+

+ N

�

p

( N

+

+ N

�

)!

1

Y

j =1

1

X

k =0

( y

+

j

)

k

k !

�

1

Y

j =1

1

X

k =0

( y

�

j

)

k

k !

mit y

�

j

:= k P

�

L

( r ) h

�

j

k k E

1

2

Q ( E ) !

�

1

2

g

�

j

k : (4.2.52)

Wir hab en dab ei die Summation - nac h Herausziehen der V orfaktoren - wieder auf alle Mul-

tiindizes ausgedehn t und die Reihe

•

ahnlic h wie in (4.2.46) umgeform t. F

•

ur die v erbleib enden

unendlic he Summen und Pro dukte gilt

1

Y

j =1

1

X

k =0

( y

�

j

)

k

k !

=

1

Y

j =1

exp ( y

�

j

) = exp

�

1

X

j =1

y

�

j

�

� exp

�

( cE r )

q

�

(1)

� const:

�

( E r � 1)

� const:

0

(4.2.53)

Dies ist nac h Eigensc haft 4.1 sic hergestellt. Die b etrac h teten T eilsummen k on v ergieren damit

gleic hm

•

a�ig auf A ( O

r

). W egen j � j = j �

+

j + j �

�

j k on v ergiert f

•

ur N

0

2 N dann auc h

X

j � j� N

0

�

�

� P ( E ) �

�

P ( E ) (4.2.54)

in der Op eratornorm.

F

•

ur die uns in teressierende An w endung b en

•

otigen wir no c h w eitere Absc h

•

atzungen f

•

ur die

Normen gewisser T eilsummen der b eiden Reihenen t wic klungen . Dab ei b eginnen wir wieder

mit der En t wic klung nac h �

�

und �

�

aus (4.2.44). Wir �xieren ein j 2 N und ein V orzei-

c hen

"

� \ und b etrac h ten n ur die Summanden, in denen der j -te Ein trag des Multiindex �

�

mindestens einmal b esetzt ist:

X

� : �

�

j

� 1

k �

�

k k �

�

k

E

�

X

� : �

�

j

� 1

16

j � j

( E

1

2

t )

�

+

+ �

�

p

� !

� 16 E

1

2

t

j

�

X

�

16

j � j

( E

1

2

t )

�

+

+ �

�

p

� !

� E

1

2

t

j

� const:

(4.2.55)
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Dab ei wird im letzten Sc hritt wieder

•

ub er alle � summiert; die Nenner der Summanden

wurden nac h un ten abgesc h

•

atzt. Wir folgern f

•

ur die Summe

•

ub er alle an irgendeiner Stelle

mindestens einmal b esetzten Multiindizes:

X

j � j� 1

k �

�

k k �

�

k

E

�

X

�

1

X

j =1

X

� : �

�

j

� 1

16

j � j

( E

1

2

t )

�

+

+ �

�

p

� !

(4.2.55)

� 2

1

X

j =1

E

1

2

t

j

� const:

= 2 E

1

2

k T k

1

� const: � ( E r )

�

� const:

0

(4.2.56)

nac h Eigensc haft 4.2. Nun ergibt sic h f

•

ur die Summe

•

ub er alle mindestens N

0

-fac h b esetzten

Indizes ( N

0

2 N ):

X

j � j� N

0

k �

�

k k �

�

k

E

�

X

j � j� N

0

16

j � j

( E

1

2

t )

�

+

+ �

�

p

� !

�

�
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j � j� 1

16

j � j

( E

1

2

t )

�

+

+ �

�

p

� !

�

N

0

(4.2.56)

� ( E r )

N

0

�

� const: ( N

0

) ; (4.2.57)

denn durc h Ausm ultiplizi eren der P otenz ( : : : )

N

0

ergeb en sic h h

•

oc hstens mehr als die gew

•

unsc h-

ten T erme; im Nenner m u� wieder abgesc h

•

atzt w erden.

•

Ahnlic hes b erec hnen wir jetzt f

•

ur die En t wic klung nac h den �

�

und �

�

laut (4.2.43) bzw.

(4.2.54). Die Summen k on v ergieren dab ei stets n ur, w enn wir die Summation auf j � j � N

0

einsc hr

•

ank en; diese Bedingung notieren wir am Summenzeic hen als

�

P

. Alle im folgenden auf-

tretenden Konstan ten h

•

angen v on N

0

ab, w as ab er nic h t explizit notiert wird. Mit denselb en

Prinzipien wie in (4.2.55) erhalten wir f

•

ur j; m 2 N :

�

X

� : �

j

� m

k �

�

k k �

�

k

E

(4.2.52)

�

�

X
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j

� m
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� !

� const: � y

m
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�

X

�

y

�

� !

� const � y

m

j

� const:

0

(4.2.58)

No c h et w as allgemeiner ergibt sic h f

•

ur einen festen Multiindex �

0

2 M

1

�

X
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0

k �

�

k k �

�

k

E

� y

�

0

� const:

(4.2.26)

� ( E r )


 ( �

0

)

� const:

0

( �

0

) ; (4.2.59)

w ob ei wir setzen


 ( � ) :=

X

j

�

j

q ( j ) : (4.2.60)

Wic h tig ist f

•

ur unsere Zw ec k e no c h die Summation

•

ub er alle � , die f

•

ur gegeb enes j

0

2 N

mindestens eine Besetzung �

j

� 1 f

•

ur ein j � j

0

aufw eisen. Man erh

•

alt als ob ere Absc h

•

atzung

1

X

j = j

0

�

X

� : �

j

� 1

k �

�

k k �

�

k

E

(4.2.58)

�

1

X

j = j

0

y

j

� const: � ( E r )

q ( j

0

)

� const

0

( j

0

) (4.2.61)

un ter V erw endung der Normsc hrank en in Eigensc haft 4.1.
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4.2.6 An w endung auf die Abbildung �

Wir w erden n un die bisherigen Ergebnisse

•

ub er Reihenen t wic klungen der Abbildung �

�

E ;r

zusammenfassen und sie sc hlie�lic h zur Appro ximation der sk alen unabh

•

angigen Abbildung �

v erw enden.

Die f

•

ur diesen Zw ec k gew

•

unsc h ten (w eil sk alen unabh

•

angigen) Appro ximationsterme sind

die �

�

�

�

; wir k onn ten die Kon v ergenz der Reihe

•

ub er diese T erme ab er ob en nic h t etablieren.

Geh t man jedo c h zur

•

uc k zu (4.2.31) und (4.2.35), dann sieh t man, da� f

•

ur jeden W ert der

m

�

; n

�

die gew

•

ahlte Art der En t wic klung der Ein teilc hensk alarpro dukte unabh

•

angig gew

•

ahlt

w erden k ann. W egen m

�

+ n

�

= j �

�

j k ann man insb esondere die T erme zu kleinen T eil-

c henzahlen nac h Absc hnitt 4.2.2, diejenigen zu hohen T eilc henzahlen nac h Absc hnitt 4.2.3

en t wic k eln. Man erh

•

alt so eine

"

gemisc h te \ En t wic klung

�

�

E ;r

=

X

j � j� N

0

�

�

� P ( E ) �

�

P ( E ) +

X

j � j >N

0

�

�

� P ( E ) �

�

P ( E ) ; (4.2.62)

die nac h obigen

•

Ub erlegungen in der Norm top ologie k on v ergiert. N k ann dab ei b eliebig fest-

gesetzt w erden. Da die F unktionale �

�

; �

�

in B ( H )

�

liegen, erh

•

alt man f

•

ur die

"

pr

•

aduale \

Abbildung �

E ;r

w

•

ortlic h dieselb e En t wic klung:

�

E ;r

=

X

j � j� N

0

P ( E ) �

�

P ( E ) � �

�

+

X

j � j >N

0

P ( E ) �

�

P ( E ) � �

�

: (4.2.63)

Im folgenden w erden wir die �

�

auc h als �

l

mit nat

•

urlic hen Zahlen l n umerieren (analog die

�

l

). Dab ei soll das aus (4.2.60) resultierende 
 ( l ) monoton w ac hsen, w as w egen q ( j ) > 0,

q ( j ) ! 1 ( j ! 1 ) m

•

oglic h ist. Es gilt sogar 
 ( l ) ! 1 ( l ! 1 ).

W esen tlic h ist n un, da� wir die �

l

�

l

als sk alen unabh

•

angige T erme ansehen k

•

onnen: W egen

der in Eigensc haft 4.1 genann ten

"

V ertr

•

aglic hk eitsb edingung \ sind die �

l

w ohlde�nierte Line-

arformen auf

S

E

�

E

, also Elemen te v on �

1

, denn die p olynomialen Energiesc hrank en folgen

aus (4.2.26) und (4.2.40). Die Konstruktion der �

l

k

•

onnen wir et w a b ei r = r

0

�xieren, ohne

ihre Einsc hr

•

ankungen auf A ( O

r

) ( r � r

0

) zu

•

andern.

Es sei n un k 2 N gegeb en; wir w ollen zeigen, da�

d

k

�

� ;

N

X

l =1

�

l

�

l

�

= 0 (4.2.64)

f

•

ur gen

•

ugend gro�e N . Dazu w

•

ahlen wir N derart, da� 


0

:= 
 ( N + 1) > k . W eiter sei N

0

so

gro�, da� N

0

� > 


0

und j

0

gro� gen ug, damit q ( j

0

) > 


0

. F

•

ur festes E � E

0

, r � r

0

, E r � 1

erhalten wir dann

k � �

N

X

l =1

�

l

�

l

k

E ;r

�

�

X

j � j� N

0

k �

�

k

E

� k �

�

d A ( O

r

) k +

X

j � j >N

0

k �

�

k

E

� k �

�

k : (4.2.65)

Dab ei fehlen in der Summe

�

P

alle T erme zu l � N . Wir w

•

ahlen n un eine endlic he Menge

M � M

1

v on Multiindizes mit folgenden Eigensc haften:

� F

•

ur alle � 2 M gilt 
 ( � ) � 


0

.
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� Ist � 2 M

1

ein Multiindex mit 
 ( � ) � 


0

und gilt �

j

= 0 f

•

ur j � j

0

, dann gibt es

�

0

2 M mit � � �

0

.

W egen der geforderten Eigensc haften der F unktionen q

�

( j ) l

•

a�t sic h so eine Menge M stets

�nden. Jetzt k

•

onnen wir den ersten Summanden in (4.2.65) so absc h

•

atzen:

�

X

j � j� N

0

k �

�

k

E

k �

�

k

r

�

X

�

0

2 M

�

X

� � �

0

k �

�

k

E

k �

�

k

r

+

1

X

j = j

0

�

X

� : �

j

� 1

k �

�

k

E

k �

�

k

r

� ( E r )




0

� const: + ( E r )

q ( j

0

)

� const

0

� ( E r )




0

� const:

00

(4.2.66)

Wir hab en dab ei die Absc h

•

atzungen (4.2.59) und (4.2.61) v erw endet. Den zw eiten Summan-

den in (4.2.65) k

•

onnen wir mit Hilfe v on (4.2.57) k on trollieren. Damit erhalten wir insgesam t

k � �

N

X

l =1

�

l

�

l

k

E ;r

� ( E r )




0

� const:; (4.2.67)

und zw ar f

•

ur E � E

0

, r � r

0

und E r � 1. Die Konstan te h

•

angt v on den gew

•

ahlten P arametern

N ; N

0

; j

0

usw. ab, nic h t ab er v on E und r .

Man sieh t n un leic h t, da� im Limes r ! 0 gilt (denn die An teile f

•

ur E < E

0

hab en k einen

Ein
u� auf den Grenzw ert) :

lim sup

r ! 0

sup

E � r

� 1

((1 + E ) r )

� k

k � �

N

X

l =1

�

j

�

j

k

E ;r

= 0 : (4.2.68)

Mithin gilt f

•

ur jede Nullfolge �

d [ r

k

; k ; � ]

�

� ;

N

X

l =1

�

l

�

l

�

= 0 : (4.2.69)

Unser Ergebnis k

•

onnen wir also (un ter geringf

•

ugiger

•

Anderung der Bezeic hn ungsw eisen) so

form ulieren:

Satz 4.5. Wir b etr achten ein Mo del l der fr eien F eldthe orie, das die Eigenschaften 4.1 und

4.2 b esitzt, etwa die The orie eines r e el len skalar en F eldes in s � 3 R aumdimensionen. Dann

gibt es F unktionale �

j

2 � und Line arformen �

j

2 �

1

, so da�

� =

1

X

j =1

�

j

�

j

im Sinne der in A bschnitt 2.2 de�nierten T op olo gie. Eigenschaft 2.1 ist dann ge geb en. Genauer

hat man f

•

ur je des N 2 N , k < 
 ( N + 1) und b eliebige Nul lfolgen � :

d [ r

k

; k ; � ]

�

� ;

N

X

j =1

�

j

�

j

�

= 0 :

In Absc hnitt 4.4.2 w erden die ersten T erme der b erec hneten Reihe f

•

ur das reelle sk alare

F eld explizit angeb en; die �

j

lassen sic h dann mit F unktionen des der Theorie zugrundelie-

genden Punktfeldes � ( x ) iden ti�zieren.
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4.2.A Multiindex-Sc hreib w eise

Um im Zusammenhang mit der freien F eldtheorie die Notation zu v erk

•

urzen, ist es an meh-

reren Stellen sinn v oll, Multiindizes zu v erw enden. Wir geb en hier einen

•

Ub erblic k

•

ub er die

wic h tigsten damit gebildeten Kurzsc hreib w eisen.

Un ter einem n -stel ligen Multiindex v erstehen wir ein n -T up el � 2 ( N

0

)

n

. Eine F olge � =

( �

i

)

1

i =1

in N

0

wird als Multiindex b eliebiger Stel lenzahl b ezeic hnet, v orausgesetzt, da� n ur

endlic h viele �

i

v on Null v ersc hieden sind. Die Menge aller n -stelligen Multiindizes b ezeic hnen

wir mit M

n

, die aller Multiindizes b eliebiger Stellenzahl mit M

1

. Die Zahl

j � j :=

n

X

i =1

�

i

hei�t L

•

ange des Multiindex; b ei b eliebiger Stellenzahl l

•

auft die Summe formal bis 1 , ist ab er

tats

•

ac hlic h endlic h.

Die Mengen M

n

und M

1

v ersehen wir mit einer nat

•

urlic hen (Halb-)Ordn ungsstruktur,

indem wir f

•

ur Multiindizes �; �

0

setzen

� � �

0

: , �

j

� �

0

j

8 j: (4.2.70)

Analog w erden die Relationen

"

� \ ,

"

> \ und

"

< \ de�niert.

Sei � ein n -stelliger Multiindex und x 2 R

n

, dann sc hreib en wir

x

�

:= x

�

1

1

� : : : � x

�

n

n

: (4.2.71)

In

•

ahnlic her W eise k

•

urzen wir Di�eren tialop eratoren ab:

@

�

:=

@

�

1

@ x

�

1

1

: : :

@

�

n

@ x

�

n

n

: (4.2.72)

Addition v on Multiindizes so wie die Multiplik ation mit Zahlen aus N

0

w erden k omp onen ten-

w eise erkl

•

art. Die F akult

•

at eines n -stelligen Multiindex � ist

� ! :=

n

Y

j =1

�

j

! ; (4.2.73)

en tsprec hend f

•

ur Multiindizes b eliebiger Stellenzahl.

Wir w erden auc h div erse andere, suggestiv e Sc hreib w eisen mit Multiindizes v erw enden.

Sind b eispielsw eise b

1

: : : b

n

2 K und wieder � 2 M

n

, dann notieren wir:

b


 �

= b

1


 : : : 
 b

1

| {z }

�

1


 : : : 
 b

n


 : : : 
 b

n

| {z }

�

n

; (4.2.74)

k b k

�

=

n

Y

j =1

k b

j

k

�

j

; (4.2.75)

h b j f i

�

=

n

Y

j =1

h b

j

j f i

�

j

( f 2 K ) : (4.2.76)
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4.2.B Sp ezielle F unktionale

F

•

ur unsere Analyse der freien F eldtheorie im F o c kraum b en

•

otigen wir sp ezielle lineare F unk-

tionale, die auf W eylop eratoren W ( f ) b estimm te v orgegeb ene W erte annehmen. Wir k on-

struieren sie mit Hilfe einer erzeugenden F unktion, um die auftretenden k om binatorisc hen

Probleme zu umgehen. F

•

ur die An w endung ist es w eiterhin wic h tig, die Normen der b esagten

F unktionale k on trollieren zu k

•

onnen; daher b eginnen wir mit der Absc h

•

atzung der Normen

gewisser V ektoren im F o c kraum.

Lemma 4.6. Seien b

j

2 K ( j 2 N ) , � ein Multiindex und

 = a ( b

?

) : : : a

�

( b

?

) : : : 
 ;

wob ei a ( b

?

) : : : f

•

ur gewisse Pr o dukte der V ernichter der b

j

steht (analo g a

�

( b

?

) : : : ) und �

j

dab ei die Multiplizit

•

at von b

j

z

•

ahlt (ohne Unterschie d, ob als Erzeuger o der V ernichter). Dann

gilt

k  k �

p

j � j ! k b k

�

:

Bilden die b

j

ein Orthonormalsystem, dann folgt so gar

k  k �

p

� ! :

Beweis. Wir v erw enden Induktion nac h der Anzahl n der V ernic h ter. F

•

ur n = 0 ist

 = a

�

( b )

�


 =

p

j � j ! Symm( b


 �

) (4.2.77)

und damit

k  k

2

� j � j ! k b


 �

k

2

= j � j ! k b k

2 �

: (4.2.78)

Bilden die b

j

ein Orthonormalsystem, dann hat man explizit

k Symm ( b


 �

) k

2

=

� !

j � j !

; (4.2.79)

w omit der Induktionsanfang gezeigt ist.

Nun nehmen wir ohne Einsc hr

•

ankung an, da� in  ein V ernic h ter a ( b

1

) v ork omm t. W eiter

�xieren wir eine Reihenfolge der v ork ommenden Erzeuger und n umerieren sie als a

�

( b

( k )

).

Dann wird

k  k = k a ( b

?

) : : : a ( b

1

) a

�

( b

?

) : : : 
 k = k a ( b

?

) : : :

X

k

h b

1

j b

( k )

i a

�

( b

?

) : : :

| {z }

ohne b

( k )


 k

�

X

k

k b

1

k k b

( k )

k k a ( b

?

) : : : a

�

( b

?

) : : :

| {z }

ohne b

( k )


 k

(I.V.)

� ( j � j � 1)

p

( j � j � 2)! k b k

�

�

p

j � j ! k b k

�

: (4.2.80)

Im F all des Orthonormalsystems ergibt sic h n ur dann ein Beitrag v on h b

1

j b

( k )

i , w enn b

( k )

= b

1

,

und man erh

•

alt einen F aktor �

1

� 1 statt j � j � 1.
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Als F olgerung ergibt sic h:

Lemma 4.7. Seien b

j

2 K ( j 2 N ) , � ein Multiindex und � 2 B ( H )

�

das F unktional

� ( A ) =

�

a ( b

?

) : : : a

�

( b

?

) : : : 


�

�

A a ( b

?

) : : : a

�

( b

?

) : : : 


�

;

wob ei wie der �

j

die Multiplizit

•

at von b

j

z

•

ahlt (ohne Unterschie d, auf welcher Seite o der ob als

Erzeuger o der V ernichter). Dann gilt

k � k �

p

j � j ! k b k

�

:

Bilden die b

j

ein Orthonormalsystem, dann folgt so gar

k � k �

p

� ! :

Beweis. Wir teilen � auf in �

L

+ �

R

, die jew eils die Besetzungszahlen auf der link en bzw. rec h-

ten Seite b esc hreib en. Die Norm v on � wird durc h die Norm der V ektoren im Sk alarpro dukt

abgesc h

•

atzt, und Lemma 4.6 liefert

k � k �

p

j �

L

j ! j �

R

j ! k b k

�

�

p

j � j ! k b k

�

: (4.2.81)

Im F all des Ortonormalsystems gilt en tsprec hendes, w ob ei man �

L

! �

R

! � � ! b eac h tet.

Nun k ommen wir zur Konstruktion der b ereits erw

•

ahn ten F unktionale mit v orgegeb enen

W erten auf W eylop eratoren. Es seien k < m 2 N und b

1

; : : : ; b

m

2 K . Man b etrac h te folgendes

F unktional:

� ( A ) :=

�




�

�

[ a ( b

1

) ; [ : : : [ a ( b

k

) ; [ a

�

( b

k +1

) ; [ : : : [ a

�

( b

m

) ; A ] : : : ] 


�

: (4.2.82)

Durc h Ausrec hnen der Komm utatoren erh

•

alt man eine Darstellung der F orm

� ( A ) =

X

j

( � 1)

j

�

a ( b

?

) : : : a

�

( b

1

) : : : a

�

( b

k

)


�

�

A a

�

( b

?

) : : : 


�

; (4.2.83)

w ob ei jew eils einige der b

k +1

; : : : ; b

m

auf der link en, die anderen auf der rec h ten Seite des

Sk alarpro dukts stehen (angedeutet durc h b

?

) und die Summe

•

ub er alle m

•

oglic hen Aufteilungen

l

•

auft, insgesam t

•

ub er 2

m � k

T erme. Lemma 4.7 liefert dann

k � k � 2

m

p

m !

Y

j

k b

j

k : (4.2.84)

En tsc heidend ist, da� sic h der W ert v on � auf W eylop eratoren W ( f ) leic h t ausrec hnen l

•

a�t:

Mit den Relationen (4.1.14) und (4.1.15) erh

•

alt man unmittelbar

�

�

W ( f )

�

= e

�

1

2

k f k

2

k

Y

j =1

h b

j

j if i

m

Y

j = k +1

h if j b

j

i : (4.2.85)

Wir gehen n un zu dem F all

•

ub er, in dem die b

j

auc h mehrfac h in den Komm utatoren auftreten

k

•

onnen; zu Multiindizes �; � 2 M

1

(

"

Besetzungszahlen \ ) k

•

onnen wir dann F unktionale �

��

2

B ( H )

�

�nden, so da�

�

��

�

W ( f )

�

= e

�

1

2

k f k

2

Y

j

h b

j

j if i

�

j

Y

k

h if j b

k

i

�

k

: (4.2.86)
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F

•

ur ihre Norm gilt

k �

��

k � 2

j � j + j � j

p

( j � j + j � j )! k b k

� + �

: (4.2.87)

F alls die b

j

ein Orthonormalsystem bilden, liefert Lemma 4.7 eine b essere Absc h

•

atzung:

k �

��

k � 2

j � j + j � j

p

( � + � )! : (4.2.88)

Es erw eist sic h als n

•

utzlic h, die F unktionale �

��

aus einer erzeugenden F unktion zu gewinnen:

Sei f 2 K fest; man setze

G ( s; t ) := e

�

1

2

k f k

2

exp

�

X

j

h b

j

j if i s

j

+

X

k

h if j b

k

i t

k

�

; s; t 2 C

n

(n geeignet) ; (4.2.89)

dann gilt

�

��

( W ( f )) =

@

�

@ s

�

@

�

@ t

�

G ( s; t )

�

�

�

s =0 ;t =0

: (4.2.90)

Wir zerlegen f n un wie in (4.1.1) als f = f

+

+ if

�

mit J f

�

= f

�

. W eiter nehmen wir an, da�

auc h die b

j

in v arian t un ter J sind. Dann k

•

onnen wir G ( s; t ) folgenderma�en umsc hreib en:

G ( s; t ) := e

�

1

2

k f k

2

exp

�

X

j

�

i h b

j

j f

+

i � h b

j

j f

�

i

�

s

j

+

X

k

�

� i h b

k

j f

+

i � h b

k

j f

�

i

�

t

k

�

= e

�

1

2

k f k

2

exp

�

X

j

h b

j

j f

+

i ( is

j

� it

j

)

| {z }

=: u

j

+

X

k

h b

k

j f

�

i ( � s

k

� t

k

)

| {z }

=: w

k

�

: (4.2.91)

Die Ableitung nac h den

"

neuen V ariablen \ u und w liefert

@

�

@ u

�

@

�

@ w

�

G ( u; w )

�

�

�

u =0 ;w =0

= e

�

1

2

k h k

2

Y

j

h b

j

j f

+

i

�

j

Y

k

h b

k

j f

�

i

�

k

=: �

��

�

W ( f )

�

: (4.2.92)

Andererseits lassen sic h die Ableitung nac h neuen und alten V ariablen leic h t durc heinander

ausdr

•

uc k en: Man hat o�en bar

@

@ u

i

= �

i

2

@

@ s

i

+

i

2

@

@ t

i

;

@

@ w

i

= �

1

2

@

@ s

i

�

1

2

@

@ t

i

; (4.2.93)

da die n umerisc hen F aktoren k onstan t sind, erh

•

alt man

@

�

@ u

�

@

�

@ w

�

=

�

i

2

@

@ s

+

i

2

@

@ t

�

�

�

�

1

2

@

@ s

�

1

2

@

@ t

�

�

=

X

�

0

;�

0

c

�

0

�

0

@

�

0

@ s

�

0

@

�

0

@ t

�

0

(4.2.94)

mit Konstan ten c

�

0

�

0

v om Betrag 2

�j � j�j � j

; summiert wird

•

ub er solc he �

0

; �

0

, die �

0

+ �

0

= � + �

erf

•

ullen (ev en tuell k omm t ein solc hes P aar �

0

; �

0

mehrfac h v or); insgesam t hat die Summe

2

j � j + j � j

Summanden. Dies b edeutet, da� man die F unktionale �

��

auf ganz B ( H ) erw eitern

k ann; sie ergeb en sic h als Lineark om binationen der �

��

:

�

��

=

X

�

0

;�

0

c

�

0

�

0

�

�

0

�

0

: (4.2.95)
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Mit der b ereits b emerkten Absc h

•

atzung der V orfaktoren erh

•

alt man

k �

��

k � 2

j � j + j � j

p

( j � j + j � j )! k b k

� + �

bzw. k �

��

k � 2

j � j + j � j

p

( � + � )! (4.2.96)

(letzteres im F all eines Orthonormalsystems).

Wir k

•

onnen durc h Umde�nition der Multiindizes �; � auc h erreic hen, da� in den Sk alar-

produkten h � j f

+

i und h � j f

�

i die F unktionen b

j

unabh

•

angig v oneinander gew

•

ahlt w erden

k

•

onnen. Somit erh

•

alt man:

Aussage 4.8. Seien �

+

; �

�

Multiindizes b eliebiger Stel lenzahl, b

�

j

2 K mit J b

�

j

= b

�

j

. Dann

gibt es ein schwach stetiges F unktional �

�

+

�

�
2 B ( H )

�

, so da�

�

�

+

�

�

�

W ( f )

�

= e

�

1

2

k f k

2

h b

+

j f

+

i

�

+

h b

�

j f

�

i

�

�

8 f 2 K :

Es gilt

k �

�

+

�

�
k � 2

j �

+

j + j �

�

j

p

( j �

+

j + j �

�

j )! k b

+

k

�

+

k b

�

k

�

�

:

Auc h der F all des Orthonormalsystems soll no c h einmal zusammengefa�t w erden:

9

Aussage 4.9. Seien �

+

; �

�

Multiindizes b eliebiger Stel lenzahl, b

j

2 K orthonormal mit

J b

j

= b

j

. Dann gibt es ein schwach stetiges F unktional �

�

+

�

�
2 B ( H )

�

, so da�

�

�

+

�

�

�

W ( f )

�

= e

�

1

2

k f k

2

h b j f

+

i

�

+

h b j f

�

i

�

�

8 f 2 K :

Es gilt

k �

�

+

�

� k � 4

j �

+

j + j �

�

j

p

�

+

! �

�

! :

Wir w ollen no c h ein w eiteres Detail der k onstruierten F unktionale �xieren: F alls die Ein-

teilc hen v ektoren b

j

in (4.2.83) energieb esc hr

•

ankt sind, et w a b

j

2 Q ( E ) K , dann

•

ub ertr

•

agt

sic h dies auf die Hilb ertraum-V ektoren  = a ( b

?

) : : : a

�

( b

?

) : : : 
; sie liegen in P ( nE ) H , w enn

insgesam t n Erzeuger auftreten. F

•

ur die F unktionale �

�

+

�

� ergibt sic h so:

Korollar 4.10. Lie gen in A ussage 4.8 o der 4.9 die b

j

bzw. b

�

j

in Q ( E ) K , dann gilt

�

�

+

�

�
2 �

^

E

mit

^

E = ( j �

+

j + j �

�

j ) E :

4.2.C Spurnorm der Op eratoren T

�

( E ; r ) f

•

ur das reelle sk alare freie F eld

In diesem Absc hnitt soll gezeigt w erden, da� f

•

ur das reelle sk alare freie F eld die Ein teilc hen-

op eratoren

T

�

( E ; r ) = Q ( E ) !

�

1

2

P

�

L

( r ) (4.2.97)

in der Spurklasse sind, und das V erhalten ihrer Spurnormen mit E und r soll un tersuc h t

w erden. Dab ei v erw enden wir folgendes, b ereits in [10 ] angew andte V erfahren: Kann man T

�

als Pro dukt v on vier Op eratoren sc hreib en,

T

�

= A � B � C � D ; (4.2.98)

9

Man v erw endet dab ei no c h die Absc h

•

atzung

( k + l )!

k ! l !

=

�

k + l

k

�

� 2

k + l

.
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w ob ei A und D b esc hr

•

ankt, B und C Hilb ert-Sc hmidt-Op e ratoren sind, dann ist T

�

Spur-

op erator,

10

und f

•

ur seine Spurnorm gilt

k T

�

k

1

� k A k � k B k

2

� k C k

2

� k D k : (4.2.99)

Der V orteil dieser V orgehensw eise liegt darin, da� sic h die Hilb ert-Sc hmidt-Norm f

•

ur soge-

nann te In tegralk ernop eratoren leic h t b erec hnen l

•

a�t (s.u.).

Die k onkrete Aufspaltung v on T

�

wird so k onstruiert: Wir �xieren eine T estfunktion

� ( ~ x ) 2 S ( R

s

), die � ( ~ x ) = 1 f

•

ur j ~ x j � 1 erf

•

ullt, und setzen �

r

( ~ x ) = � ( r

� 1

~ x ). Die F unktionen

�

r

wirk en durc h Multiplik ation als Op eratoren

"

im Ortsraum \ . Nac h De�nition der R

•

aume

L

�

( O

r

) hat man n un die Iden tit

•

at

!

�

1

2

�

r

�

r

!

�

1

2

P

�

L

( r ) = P

�

L

( r ) (4.2.100)

- das ist zumindest auf einer dic h ten Menge sofort klar und l

•

a�t sic h dann stetig fortsetzen.

Wir erhalten daraus folgende Zerlegung der T

�

:

T

�

( E ; r ) =

�

Q ( E ) !

�

(1 + r

2

!

2

)

2 s

�

| {z }

A

�

�

(1 + r

2

!

2

)

� 2 s

!

� � �

1

2

�

1

2

�

r

(1 + r

2

!

2

)

s

�

| {z }

B

�

�

(1 + r

2

!

2

)

� s

�

r

!

�

1

2

�

| {z }

C

� P

�

L

( r )

| {z }

D

: (4.2.101)

Dab ei ist � eine zun

•

ac hst un b estimm te p ositiv e Zahl; wir w erden sp

•

ater sehen, w elc he W erte

daf

•

ur zul

•

assig sind. Man b erec hnet

k A k = k Q ( E ) !

�

(1 + r

2

!

2

)

2 s

k � E

�

(1 + ( E r )

2

)

2 s

� E

�

� const: ( E r � 1); (4.2.102)

au�erdem ist nat

•

urlic h k D k = k P

�

L

( r ) k = 1.

Bei B und C handelt es sic h, im Impulsraum b etrac h tet, um Inte gr alkernop er ator en , d.h.

sie sind v on der F orm

�

B f

�

( ~p ) =

Z

K

B

( ~p; ~ q ) f ( ~q ) d

s

q (4.2.103)

mit einer F unktion K

B

( ~p; ~ q ), dem Inte gr alkern (analog f

•

ur C ). Die Hilb ert-Sc hmidt-Norm

solc h eines Op erators l

•

a�t sic h b erec hnen als

k B k

2

2

=

Z

j K

B

( ~p; ~ q ) j

2

d

s

p d

s

q ; (4.2.104)

und B liegt genau dann in der Hilb ert-Sc hmidt-Klasse, w enn dieser Ausdruc k k on v ergiert.

T ats

•

ac hlic h erh

•

alt man die In tegralk erne v on B und C so: T ransformiert man den Op erator

�

r

in den Impulsraum, dann wirkt er, wie man durc h Aussc hreib en der F ouriertransformation

sieh t, als

�

�

r

f

�

( ~p ) = (2 � )

�

s

2

Z

~�

r

( ~p � ~q ) f ( ~q ) d

s

q ; (4.2.105)

10

Das Pro dukt zw eier Hilb ert-Sc hmidt-Op era toren liegt stets in der Spurklasse, und diese ist ein b eidseitiges

Ideal in B ( H ).
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w ob ei ~�

r

die F ouriertransformierte v on �

r

b ezeic hnet. Da die

•

ubrigen An teile v on B bzw. C

durc h Multiplik ation im Impulsraum wirk en, erh

•

alt man als In tegralk erne:

K

B

( ~p; ~ q ) = (2 � )

�

s

2

�

1 + r

2

~p

2

+ r

2

m

2

�

� 2 s

( ~p

2

+ m

2

)

�

�

2

�

1

4

�

1

4

~�

r

( ~p � ~q )

�

1 + r

2

~q

2

+ r

2

m

2

�

;

(4.2.106)

K

C

( ~p; ~ q ) = (2 � )

�

s

2

�

1 + r

2

~p

2

+ r

2

m

2

�

� s

~�

r

( ~p � ~q )( ~q

2

+ m

2

)

�

1

4

: (4.2.107)

Bev or wir zur Absc h

•

atzung der Hilb ert-Sc hmidt-Normen k ommen, b ew eisen wir no c h eine

Hilfsformel: Es gilt

~q

2

+ c

2

~p

2

+ c

2

�

�

j ~p � ~q j

c

+ 1

�

2

f

•

ur ~p; ~ q 2 R

s

; c > 0 : (4.2.108)

O�en bar reic h t es durc h Sk alierung der V ektoren, die F ormel f

•

ur c = 1 zu b ew eisen; wir

sc hreib en

~

d = ~q � ~p und erhalten

~q

2

+ 1

~p

2

+ 1

=

( ~p +

~

d )

2

+ 1

~p

2

+ 1

=

~p

2

+

~

d

2

+ 2 ~p

~

d + 1

~p

2

+ 1

� 1 + 2

j ~p j

~p

2

+ 1

| {z }

� 1

j

~

d j + j

~

d j

2

� (1 + j

~

d j )

2

:

(4.2.109)

Nun w enden wir uns der Hilb ert-Sc hmidt-Norm v on B zu; un ter V erw endung v on

~�

r

( ~p ) = r

s

~� ( r ~ p ) (4.2.110)

erh

•

alt man

k B k

2

2

= (2 � )

� s

r

2 s

Z

d

s

p d

s

q

�

1 + r

2

~q

2

+ r

2

m

2

1 + r

2

~p

2

+ r

2

m

2

�

2 s

( ~p

2

+ m

2

)

� � �

1

2

�

1

2

(1 + r

2

~p

2

+ r

2

m

2

)

s

�

�

~�

�

r ( ~p � ~q )

�

�

�

2

(Sk alierung )

= (2 � )

� s

r

2 � +1 � 1

Z

d

s

p d

s

q

�

1 + ~ q

2

+ r

2

m

2

1 + ~p

2

+ r

2

m

2

�

2 s

( ~p

2

+ r

2

m

2

)

� � �

1

2

�

1

2

(1 + ~p

2

+ r

2

m

2

)

s

�

�

~� ( ~p � ~q )

�

�

2

(4.2.108)

� (2 � )

� s

r

2 � +1 � 1

Z

d

s

p d

s

( p � q ) ( 1 + j ~p � ~q j )

2 s

�

�

~� ( ~p � ~q )

�

�

2

| {z }

(I)

�

1

(1 + ~p

2

)

s

j ~p j

2 � +1 � 1

| {z }

(I I)

:

(4.2.111)

Dab ei hab en wir im letzten Sc hritt r m � 0 abgesc h

•

atzt. Da � T estfunktion ist, existiert das

In tegral

•

ub er ( ~p � ~q ). Auc h dasjenige

•

ub er ~p existiert, solange j ~p j

� 2 � � 1 � 1

b ei ~p = 0 in tegrab el

bleibt; das erfordert

2 � + 1 � 1 < s , � <

s � 1 � 1

2

: (4.2.112)

Wir setzen s � 3 v oraus, damit solc he (p ositiv en) � existieren. Es gilt dann

k B k

2

� r

� +

1

2

�

1

2

� const: (4.2.113)
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F

•

ur den Op erator C gehen wir analog v or:

k C k

2

2

= (2 � )

� s

r

2 s

Z

d

s

p d

s

q

�

1

1 + r

2

~p

2

+ r

2

m

2

�

2 s

�

�

~�

�

r ( ~p � ~q )

�

�

�

2

( ~q

2

+ m

2

)

�

1

2

(Sk alierung)

= (2 � )

� s

r

� 1

Z

d

s

p d

s

q

�

1 + ~ q

2

+ r

2

m

2

1 + ~p

2

+ r

2

m

2

�

2 s

�

�

~� ( ~p � ~q )

�

�

2

( ~q

2

+ r

2

m

2

)

�

1

2

(1 + ~ q

2

+ r

2

m

2

)

2 s

(4.2.108)

� (2 � )

� s

r

� 1

Z

d

s

( p � q ) d

s

q (1 + j ~p � ~q j )

2 s

�

�

~� ( ~p � ~q )

�

�

2

| {z }

(I)

�

( ~q

2

+ r

2

m

2

)

�

1

2

(1 + ~q

2

)

2 s

| {z }

(I I)

: (4.2.114)

Wieder existiert das In tegral

•

ub er ( ~p � ~q ). Im T erm (I I) sc h

•

atzen wir r

2

m

2

im F all

"

- \ gegen

0 ab, im F all

"

+ \ setzen wir mr � 1 v oraus; dann erh

•

alt man auc h f

•

ur das In tegral

•

ub er q

eine r -unabh

•

angige Absc h

•

atzung, denn f

•

ur s � 2 bleibt j ~q j

� 1

lok al in tegrab el. Man hat also

insgesam t

k C k

2

� r

�

1

2

� const: (4.2.115)

F assen wir die Ergebnisse nac h (4.2.99) zusammen, dann ergibt sic h

k T

�

k

1

� r

1

2

( E r )

�

� const: f

•

ur � <

s � 1 � 1

2

; r � m

� 1

: (4.2.116)

Die Konstan te h

•

angt allerdings v on � ab. Nac h Um b enenn ung v on � k

•

onnen wir folgende

Aussage

•

ub er die Op eratoren T

�

( E ; r ) form ulieren:

Satz 4.11. Wir b etr achten die The orie eines r e el len skalar en fr eien F eldes in s � 3 R aumdi-

mensionen. F

•

ur E r � 1 , r �

1

m

( r < 1 im F al l m = 0) sind die Op er ator en T

�

( E ; r ) in der

Spurklasse; ist 0 < � <

s � 1

2

, dann gibt es eine Konstante c , so da�

k T

+

k

1

� c � E

�

1

2

( E r )

�

;

k T

�

k

1

� c � E

�

1

2

( E r )

� +1

:

Insb esonder e b esitzt die b etr achtete The orie die Eigenschaft 4.2.

4.2.D Die kleinste ob ere Sc hrank e zw eier Op eratoren

Es seien A; B 2 B ( H ) zw ei p ositiv e Op eratoren. Wir w erden im folgenden einen zuerst in

[7 ] b esc hrieb enen Op erator C k onstruieren, der in gewisser W eise die kleinste ob ere Sc hrank e

v on A und B darstellt: C soll der kleinste Op erator sein, der die Gleic h ung

C

n

� A

n

; C

n

� B

n

(4.2.117)

f

•

ur alle nat

•

urlic hen Zahlen n erf

•

ullt, w ob ei sic h

"

klein \ auf die

•

ublic he Ordn ungsstruktur

selbstadjungierter Op eratoren b ezieh t.

F

•

ur einen solc hen Op erator m u� o�en bar

C �

�

1

2

A

n

+

1

2

B

n

�

1

n

8 n 2 N (4.2.118)
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gelten. Wir v ersuc hen, C als den Grenzw ert einer T eilfolge der rec h ten Seite zu de�nieren,

und setzen dazu

C

m

:=

�

1

2

( A

2

m

+ B

2

m

)

�

2

� m

: (4.2.119)

Lemma 4.12. Die F olge C

m

ist monoton wachsend und gleichm

•

a�ig in der Op er atornorm

b eschr

•

ankt.

Beweis. Allgemein gilt f

•

ur selbstadjungierte Op eratoren D ; E 2 B ( H ):

1

2

D

2

+

1

2

E

2

=

�

1

2

D +

1

2

E

�

2

+

�

1

2

D �

1

2

E

�

2

| {z }

� 0

�

�

1

2

D +

1

2

E

�

2

: (4.2.120)

Da die F unktion x 7! x

p

( p � 1) op erator-monoton ist, folgt sp eziell mit D = A

2

m

, E = B

2

m

:

�

1

2

A

2

m +1

+

1

2

B

2

m +1

�

2

� m � 1

�

�

1

2

A

2

m

+

1

2

B

2

m

�

2

� m

) C

m +1

� C

m

: (4.2.121)

W eiterhin hat man f

•

ur die Norm der C

m

k C

m

k �

�

1

2

k A k

2

m

+

1

2

k B k

2

m

�

2

� m

� max fk A k ; k B kg (4.2.122)

(man b etrac h te die Ungleic h ung zun

•

ac hst mit 2

m

exp onen tiert); damit ist eine gleic hm

•

a�ige

Normsc hrank e gefunden.

Aus dem eb en b ewiesenen Lemma folgt gerade, da� C

n

stark gegen einen Op erator C 2

B ( H ) k on v ergiert:

C := s-lim

m !1

C

m

: (4.2.123)

C ist o�en bar p ositiv, da die C

m

es sind. Au�erdem ist Relation (4.2.117) erf

•

ullt, denn

C

n

= s-lim

m !1

�

1

2

A

2

m

+

1

2

B

2

m

�

n 2

� m

� s-lim

m !1

�

1

2

A

2

m

+ 0

�

n 2

� m

= A

n

(4.2.124)

(der Exp onen t ist kleiner als 1 f

•

ur gro�e m ); analoges gilt f

•

ur B . Ist D ein w eiterer Op erator,

der (4.2.117) erf

•

ullt, dann folgt w egen (4.2.118):

D � C

m

8 m 2 N ) D � C : (4.2.125)

Wir fassen die gew onnenen Ergebnisse n un zusammen:

Satz 4.13. Seien A; B 2 B ( H ) p ositive Op er ator en. Dann ist der Op er ator

C = s-lim

m !1

�

1

2

A

2

m

+

1

2

B

2

m

�

2

� m

eb enfal ls p ositiv, und er erf

•

ul lt

C

n

� A

n

; C

n

� B

n

8 n 2 N :

C ist der kleinste Op er ator mit dieser Eigenschaft; er hei�t kleinste ob ere Sc hrank e von A

und B . F

•

ur seine Norm gilt

k C k � max fk A k ; k B kg :
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V ertausc h t D 2 B ( H ) mit A und B , so auc h mit allen C

m

und deshalb mit C . Dab ei

k omm t es nic h t auf die C -Li ne arit

•

at v on D an, wir k

•

onnen z.B. auc h an tilineare Op eratoren

zulassen. Es gilt also das

Korollar 4.14. Sei D ein R -lin e ar er, b eschr

•

ankter Op er ator mit [ D ; A ] = [ D ; B ] = 0 . Dann

ist auch [ D ; C ] = 0 .

Wir nehmen n un an, da� A und B in der Spurklasse liegen. Aus [20 ] w ei� man, da� f

•

ur

b eliebige p ositiv e Op eratoren D ; E 2 B ( H ) und 0 < c � 1 gilt

k ( D + E )

c

k

1

� k D

c

k

1

+ k E

c

k

1

: (4.2.126)

Daraus folgt f

•

ur m 2 N :

k C

m

k

1

=

�

1

2

�

2

� m

k

�

A

2

m

+ B

2

m

�

2

� m

k

1

(4.2.126)

� k A k

1

+ k B k

1

: (4.2.127)

Die Spurnormen k C

m

k

1

sind also gleic hm

•

a�ig nac h ob en b esc hr

•

ankt. Sei n un f e

j

g eine Ortho-

normalbasis v on H und N 2 N fest; da die C

m

p ositiv sind, folgt

N

X

j =1

( e

j

j C

m

e

j

) � k A k

1

+ k B k

1

; (4.2.128)

f

•

ur m ! 1 also

N

X

j =1

( e

j

j C e

j

) � k A k

1

+ k B k

1

: (4.2.129)

Die link e Seite k on v ergiert folglic h f

•

ur N ! 1 , w oraus wir sc hlie�en, da� auc h C Spurop erator

ist:

Lemma 4.15. Seien A; B zwei p ositive Spurklasse op er ator en und C ihr e kleinste ob er e Schr an-

ke. Dann ist C eb enfal ls in der Spurklasse, und es gilt

k C k

1

� k A k

1

+ k B k

1

:

4.3 Un tere Absc h

•

atzungen

Nac hdem wir n un eine Reihenen t wic klun g der Abbildung � wie in Eigensc haft 2.1 hergeleitet

hab en, bleibt die F rage, ob die appro ximierenden T erme

"

redundan t \ sind: Im V erlauf der

Konstruktion der Punktfelder m

•

ussen ev en tuell mehrfac h T erme aus der En t wic klung en tfern t

w erden, da zwisc hen ihnen lineare Abh

•

angigk eiten b estehen. Wir zeigen in diesem Absc hnitt,

da� solc he Abh

•

angigk eiten im b etrac h teten Mo dell nic h t auftreten und da� die b erec hneten

�

j

damit b ereits die gesuc h ten lok alen Punktfelder sind.

Um diese Eigensc haft nac hzu w eisen, w

•

urde es nac h den auf Satz 2.2 folgenden Bemerkun-

gen ausreic hen, die F unktionale �

j

einerseits und die quadratisc hen F ormen �

j

andererseits

getrenn t v oneinander zu b etrac h ten; f

•

ur die �

j

h

•

atte man lineare Unabh

•

angigk eit nac hzu w ei-

sen, f

•

ur die �

j

eine lineare Unabh

•

angigk eit in einem erw eiterten Sinne.

Wir w

•

ahlen hier jedo c h einen et w as anderen, allgemeineren Ansatz: F

•

ur b eliebige Appro xi-

mationen

P

N

j =1

�

j

�

j

v on � zeigen wir, da� sie � nic h t b esser ann

•

ahern k

•

onnen als eine gewisse,
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v on N abh

•

angige un tere Sc hrank e. Es stellt sic h heraus, da� diese mit den in Absc hnitt 4.2.6

b erec hneten ob eren Sc hrank en bis auf Konstan ten

•

ub ereinstimm t. Metho disc h in teressan t an

diesem Ansatz ist, da� wir uns nic h t explizit auf b ereits b ek ann te ob ere Absc h

•

atzungen b ezie-

hen. Dies erfordert zw ar einen gewissen Mehraufw and gegen

•

ub er der w eiter ob en skizzierten

M

•

oglic hk eit; andererseits ist ab er zu erw arten, da� alle w esen tlic hen tec hnisc hen Komplik a-

tionen auc h b ei getrenn ter Betrac h tung der �

j

und �

j

auftreten.

4.3.1 V orgehensw eise

Wir b etrac h ten n un eine b eliebig v orgegeb ene Appro ximation v on � :

S

E

�

E

, ! � durc h

Rang-1-Op eratoren:

�

N

=

N

X

j =1

�

j

�

j

; �

j

2 �

1

; �

j

2 � : (4.3.1)

Uns in teressieren un tere Absc h

•

atzungen f

•

ur folgenden Ausdruc k:

k � � �

N

k

E ;r

= sup

�







�( � ) �

N

X

j =1

� ( �

j

) �

j







r

( � 2 �

E

; k � k � 1)

= sup

�

sup

A

�

�

� ( A ) �

N

X

j =1

� ( �

j

) �

j

( A )

�

�

( A 2 A ( O

r

) ; k A k � 1) : (4.3.2)

K

•

onnen wir n un zu jeder W ahl v on �

j

; �

j

und jedem E ; r ein � 2 �

E

und ein A 2 A ( O

r

)

angeb en (b eide normiert), sp eziell et w a A 2

T

Kern �

j

, so da�

j � ( A ) j � c onst. � ( E r )




; (4.3.3)

dann hab en wir als un tere Sc hrank e f

•

ur die

"

Appro ximationsg

•

ute \ v on �

N

erhalten:

k � � �

N

k

E ;r

� c onst. � ( E r )




) d [ r




; 
 ; � ]

�

� ; �

N

�

> 0 f

•

ur jede Nullfolge �: (4.3.4)

Die �

j

sind Linearformen auf B ( H ); der Kern v on �

j

hat also Ko dimension 1 (er ist eine

Hyp ereb ene), mithin hat

T

Kern �

j

eine Ko dimension v on h

•

oc hstens N . Seien n un f

0

: : : f

N

2

L ( O

r

) fest gew

•

ahlt und paarw eise v ersc hieden; dann gibt es a

0

: : : a

N

2 C (nic h t alle 0), so

da�

A := a

0

W ( f

0

) + : : : + a

N

W ( f

N

) 2

N

\

j =1

Kern �

j

: (4.3.5)

Ohne Einsc hr

•

ankung der Allgemeinhei t sei A normiert. Man hat dann

1 = k A k = k

N

X

i =0

a

i

W ( f

i

) k �

N

X

i =0

j a

i

j k W ( f

i

) k =

N

X

i =0

j a

i

j : (4.3.6)

Unser Ziel ist es, Zust

•

ande �

j

2 �

E

( j = 0 : : : N ) zu �nden, so da�

j �

j

( A ) j � c onst. �

�

�

X

i

C

ij

a

i

�

�

( E r )




: (4.3.7)
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Dab ei sind die C

ij

Konstan ten. Wir w ollen dann zeigen, da� diese Absc h

•

atzungen in einem

gewissen Sinne unabh

•

angig v on den (in unserem Zugang un b estimm ten) a

i

sind.

11

Dazu ist

folgende Aussage n

•

utzlic h:

Lemma 4.16. Sei C = ( C

ij

) eine invertierb ar e n � n -Matrix. Dann gibt es d > 0 , so da�

aus

a 2 C

n

; b

i

> 0 ;

�

�

n

X

j =1

C

ij

a

j

�

�

< b

i

8 i 2 f 1 : : : n g

stets folgt

max

i

j a

i

j < d � max

i

b

i

:

Beweis. Seien a; b

i

wie ob en; man b erec hnet

max

i

b

2

i

> max

i

�

�

�

X

j

C

ij

a

j

�

�

�

2

�

1

n

X

i

�

�

�

X

j

C

ij

a

j

�

�

�

2

=

1

n

k C a k

2

�

1

n

�

1

k C

� 1

k

k a k

�

2

�

1

n k C

� 1

k

2

| {z }

=: d

2

max

i

j a

i

j

2

: (4.3.8)

Wir nehmen die Matrix ( C

ij

) in (4.3.7) n un als in v ertierbar an; nac h Multiplik ation mit

( E r )

� 


k

•

onnen wir das Lemma an w enden. Da w egen (4.3.6) hier max

i

j a

i

j �

1

N +1

gilt, erhalten

wir ein j mit

j �

j

( A ) j � ( E r )




� c onst. (4.3.9)

Un ter den genann ten V oraussetzungen an C

ij

hab en wir damit un tere Absc h

•

atzungen der

F orm (4.3.4) etabliert.

Es m

•

ussen n un die sp eziellen F unktionen

12

f

i

und F unktionale �

j

k onstruiert w erden,

w ob ei die letzteren wie in den ob eren Absc h

•

atzungen auf Matrixelemen te mit Ein teilc hen-

W ellenfunktionen g

j

zur

•

uc kgef

•

uhrt w erden. Wir b eginnen daher wieder mit der Konstruktion

gewisser F unktionen im Ein teilc henraum.

4.3.2 F unktionen im Ein teilc henraum

Unser V orgehen ist in manc her Hinsic h t sehr

•

ahnlic h (ab er nic h t iden tisc h) zu dem in Ab-

sc hnitt 4.2.2. Wir �xieren eine T estfunktion f 2 S ( R ) mit f � 0 und f ( x ) = 0 f

•

ur j ~ x j > 1;

dann setzen wir f

•

ur r > 0:

f

r

( ~ x ) := f

�

r

� 1

j ~ x j

�

: (4.3.10)

f

r

ist dann in der Kugel v om Radius r um 0 lok alisiert; damit ist f

r

ein Kandidat f

•

ur die

Konstruktion der W eylop eratoren aus A ( O

r

).

11

Das Auftreten der a

i

in den Absc h

•

atzungen (4.3.7) ist in gewissem Sinne der

"

generisc he F all \ , da die �

j

immer linear sind.

12

Wir w erden sie sp

•

ater mit f

�

i

b ezeic hnen.



86 Kapitel 4. F reie F eldtheorie

W eiterhin b en

•

otigen wir energieb esc hr

•

ankte F unktionen im Impulsraum. Dazu sei f

•

ur

E > m

g

E

( ~p ) =

(

1 f

•

ur ! ( ~p ) � E ;

0 sonst;

g

E

2 Q ( E ) K : (4.3.11)

Wir b etrac h ten im folgenden f

•

ur s -stellige Multiindizes

13

�; � die F unktionen

!

�

1

2

p

�

g

E

und !

�

1

2

p

�

~

f

r

: (4.3.12)

Man b eac h te, da� dab ei die Energieb esc hr

•

anktheit erhalten bleibt; au�erdem st

•

ort der F ak-

tor p

�

die Lok alisierung des T r

•

agers nic h t, da er sic h als Ableitung � i@

�

in den Ortsraum

"

•

ub erw

•

alzen \ l

•

a�t. Die F unktionen sind linear unabh

•

angig. Wir b erec hnen n un div erse Sk a-

larpro dukte zwisc hen ihnen, zun

•

ac hst diejenigen zwisc hen den f 's:

h !

�

1

2

p

�

~

f

r

j !

�

1

2

p

�

~

f

r

i

=

Z

d

s

p

p

~p

2

+ m

2

� 1

p

� + �

(2 � )

� s

Z

d

s

x d

s

y f ( r

� 1

j ~ x j ) f

�

r

� 1

j ~y j

�

e

i~ p ( ~x � ~y )

(Sk alierung)

=

r

�j � j�j � j + s � 1

(2 � )

s

Z

d

s

p

p

~p

2

+ ( r m )

2

� 1

p

� + �

Z

d

s

x d

s

y f ( ~ x ) f ( ~y ) e

i~ p ( ~x � ~y )

: (4.3.13)

Wir b etrac h ten diesen Ausdruc k im Limes r m ! 0. Der T erm ( ~p

2

+( r m )

2

)

�

1

2

k ann gleic hm

•

a�ig

in r m abgesc h

•

atzt w erden (es ergibt sic h h

•

oc hstens eine Singularit

•

at wie j ~p j

� 1

, die f

•

ur s � 2

in tegrierbar bleibt); der v om In tegral

•

ub er x und y herr

•

uhrende T erm f

•

allt mit j ~p j sehr sc hnell

ab ( f ist T estfunktion). Nac h dem Satz v on der ma jorisierten Kon v ergenz k ann man den

Limes also un ter dem In tegral ausf

•

uhren und erh

•

alt

h !

�

1

2

p

�

~

f

r

j !

�

1

2

p

�

~

f

r

i r

j � j + j � j� ( s � 1)

r m ! 0

� � � � ! c onst. ; (4.3.14)

w ob ei die Konstan te n ur no c h v on � und � abh

•

angt; sie v ersc h windet nic h t, falls � = � .

Das Sk alarpro dukt zwisc hen den g 's ergibt sic h so:

h !

�

1

2

p

�

g

E

j !

�

1

2

p

�

g

E

i =

Z

! � E

d

s

p

p

~p

2

+ m

2

� 1

p

� + �

=

p

E

2

� m

2

Z

0

d j ~p j

p

j ~p j

2

+ m

2

� 1

j ~p j

j � j + j � j + s � 1

Z

d 
( p )

p

� + �

j ~p j

j � j + j � j

| {z }

=:�( � + � )

(Sk alierung)

= E

j � j + j � j + s � 1

�( � + � )

p

1 � m

2

=E

2

Z

0

dq

r

q

2

+

�

m

E

�

2

q

j � j + j � j + s � 1

: (4.3.15)

13

Zur Multiindex -Sc hrei b w ei se siehe wiederum Anhang 4.2.A.
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Der ob en de�nierte Ausdruc k �( � + � ) wird in Anhang 4.3.A n

•

aher un tersuc h t. Wieder l

•

a�t

sic h im Limes

E

m

! 1 der Satz v on der ma jorisierten Kon v ergenz an w enden, w omit sic h

ergibt, da�

( !

�

1

2

p

�

g

E

j !

�

1

2

p

�

g

E

) E

�j � j�j � j� ( s � 1)

E

m

!1

� � � � ! c onst. (4.3.16)

Auc h diese Konstan te ist nic h t 0, falls � = � .

Nun b erec hnen wir das Sk alarpro dukt zwisc hen einem f und einem g :

h !

�

1

2

p

�

g

E

j !

�

1

2

p

�

~

f

r

i = h p

�

g

E

j p

�

~

f

r

i = (2 � )

�

s

2

Z

! � E

d

s

p p

� + �

Z

j x j� r

d

s

x e

� i~ p ~ x

f

�

r

� 1

j ~ x j

�

(Sk alierung )

= r

�j � j�j � j

Z

~p

2

� ( E

2

� m

2

) r

2

d

s

p p

� + �

(2 � )

�

s

2

Z

j x j� 1

d

s

x e

� i~ p~ x

f ( j ~ x j )

| {z }

=

~

f ( ~p )

(

~

f ( ~p ) h

•

angt n ur v on j ~p j ab.)

(Sk alierun g)

= r

�j � j�j � j

( E r )

s + j � j + j � j

Z

j ~p j� 1 � m

2

=E

2

d j ~p j j ~p j

j � j + j � j + s � 1

~

f ( j ~p j � E r )

Z

d 
( p )

p

� + �

j p j

j � j + j � j

= r

s

E

s + j � j + j � j

�( � + � )

p

1 � m

2

=E

2

Z

0

q

j � j + j � j + s � 1

~

f ( q � E r ) dq : (4.3.17)

Im Limes E r ! 0,

E

m

! 1 k ann no c h einmal der Satz v on der ma jorisierten Kon v ergenz

angew andt w erden; Ausf

•

uhren der In tegration ergibt dann

h !

�

1

2

p

�

g

E

j !

�

1

2

p

�

~

f

r

i r

� s

E

� s �j � j�j � j

E r ! 0

� � � � !

�( � + � )

s + j � j + j � j

~

f (0) : (4.3.18)

Die F unktion f w ar so gew

•

ahlt, da�

~

f (0) 6= 0.

Wir normieren n un die ob en b etrac h teten F unktionen:

f

�

�

:=

i

j � j

!

�

1

2

p

�

~

f

r

k !

�

1

2

p

�

~

f

r

k

2 L

�

( O

r

) ; g

�

�

:=

i

j � j

!

�

1

2

p

�

g

E

k !

�

1

2

p

�

g

E

k

2 Q ( E ) K : (4.3.19)

Die f

�

�

sind dann linear unabh

•

angig und in v arian t un ter J , denn man hat [ J ; ! ] = 0 und

J p

k

= � p

k

J . En tsprec hendes gilt f

•

ur die g

�

�

: Un ter V erw endung der Ergebnisse (4.3.14) und

(4.3.16) erh

•

alt man:

14

h g

�

�

j g

�

�

i

E r ! 0

� � � � !

E

m

!1

c onst. ( �; � ) ; (4.3.20)

h f

�

�

j f

�

�

i

E r ! 0

� � � � !

E

m

!1

c onst.

0

( �; � ) : (4.3.21)

14

Man b eac h te, da� E r ! 0 ;

E

m

! 1 auc h r m ! 0 impliziert.
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Die Konstan ten c onst. ( �; � ) und c onst.

0

( �; � ) sind gleic h 1, falls � = � . F

•

ur die gemisc h ten

Sk alarpro dukte hat man

h f

�

�

j g

�

�

i ( E r )

� q

�

( � )

E r ! 0

� � � � !

E

m

!1

b

1

( � )

�( � + � )

s + j � j + j � j

b

2

( � ) ; (4.3.22)

dab ei ist

q

�

( � ) := j � j +

s � 1

2

; (4.3.23)

die b

1

( � ) ; b

2

( � ) sind wiederum nic h tv ersc h windende Konstan ten. L

•

a�t man � und �

•

ub er eine

endlic he Menge M v on Multiindizes laufen, dann ist die Matrix

�( � + � )

s + j � j + j � j

( �; � 2 M ) (4.3.24)

nac h Lemma 4.21 in Anhang 4.3.A in v ertierbar; die Multiplik ation mit den b

1

( � ), b

2

( � ) k ann

als Multiplik ation mit zw ei Diagonalmatrizen aufgefa�t w erden, die ihrerseits in v ertierbar

sind. Die rec h te Seite v on (4.3.22) bildet somit eine nic h tsingul

•

are Matrix B

��

.

Wir k

•

onnen auf die Details der F unktionen f

�

�

; g

�

�

jetzt v erzic h ten und n umerieren sie

daher mit nat

•

urlic hen Zahlen j durc h, w ob ei wir die Reihenfolge so w

•

ahlen, da� das resultie-

rende q

�

( j ) monoton mit j w

•

ac hst. Die im folgenden relev an ten Ergebnisse fassen wir no c h

einmal zusammen bzw. form ulieren sie f

•

ur b eliebigen Ein teilc henraum als F orderung:

Eigensc haft 4.17. Zu E � E

0

, r � r

0

, E r � 1 gibt es J -invariante V ektor en

f

�

j

2 L

�

( O

r

) ; g

�

j

2 Q ( E ) K ( j 2 N ) ;

die in L

�

( O

r

) bzw. Q ( E ) K line ar unabh

•

angig sind. Weiterhin existier en zwei monoton wach-

sende F unktionen q

�

: N ! R

+

mit q

�

( j ) ! 1 f

•

ur j ! 1 , so da�

h f

�

j

j f

�

k

i

E r ! 0

� � � � !

E !1

c

�

f

( j; k ) ;

h g

�

j

j g

�

k

i

E r ! 0

� � � � !

E !1

c

�

g

( j; k ) ;

h g

�

j

j f

�

k

i ( E r )

� q

�

( k )

E r ! 0

� � � � !

E !1

B

�

j k

:

Die Konstanten c

�

f

( j; k ) und c

�

g

( j; k ) verschwinden nicht, fal ls j = k ; die Matrix B

�

j k

( j; k � N )

ist f

•

ur je des N 2 N invertierb ar. E

0

und r

0

sind p ositive Konstanten.

Wie in teressieren uns b esonders f

•

ur den F all, in dem die q

�

mit den in Eigensc haft 4.1

erw

•

ahn ten F unktionen

•

ub ereinstimmen, wie dies b eim reellen sk alaren F eld der F all ist; unsere

•

Ub erlegungen sind ab er unabh

•

angig da v on. Die T atsac he der In v ertierbark eit der Matrix B

j k

soll no c h et w as umform uliert w erden, b ev or wir sie im folgenden v erw enden:

Lemma 4.18. Sei N 2 N und

g =

N

X

j =1

c

j

( E ; r ) g

�

j

; wob ei c

j

( E ; r )

E r ! 0

� � � � !

E !1

c

0

j
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mit Konstanten c

0

j

, die nicht al le verschwinden. Dann gilt f

•

ur 1 � k � N

h g j f

�

k

i ( E r )

� q

�

( k )

E r ! 0

� � � � !

E !1

d

0

k

mit Konstanten d

0

k

, die eb enfal ls nicht al le verschwinden.

Beweis. Man hat nac h Eigensc haft 4.17:

h g j f

�

k

i ( E r )

� q

�

( k )

=

N

X

j =1

c

j

( E ; r ) h g

�

j

j f

�

k

i ( E r )

� q

�

( k )

E r ! 0

� � � � !

E !1

N

X

j =1

c

0

j

B

�

j k

=: d

0

k

: (4.3.25)

W egen der In v ertierbark eit v on B

�

j k

k

•

onnen nic h t alle d

0

k

v ersc h winden.

4.3.3 V erallgemeine rtes Gram-Sc hmidt-V erfahren

Das V erhalten der Sk alarpro dukte h f

�

j

j g

�

k

i f

•

ur gro�e E und kleine E r ist nac h Eigensc haft 4.17

b ek ann t. F

•

ur das folgende erw eist es sic h ab er als g

•

unstig,

•

ub er no c h einfac here Relationen

f

•

ur diese Ausdr

•

uc k e zu v erf

•

ugen, et w a h f

�

j

j g

�

k

i / �

j k

. Wir w erden dies durc h eine V arian te

des b ek ann ten Gram-Sc hmidt'sc hen Orthogonalisierungsv erfahrens erreic hen. Die V orzeic hen

� w erden im folgenden fortgelassen, die Konstruktion v erl

•

auft in b eiden F

•

allen v

•

ollig gleic h.

Wir k onstruieren n un rekursiv F unktionen

^

f

n

; ^g

n

, die folgende Eigensc haften erf

•

ullen sol-

len:

J

^

f

n

=

^

f

n

; J ^g

n

= ^ g

n

(4.3.26)

Span ( f

1

: : : f

n

) = Span(

^

f

1

: : :

^

f

n

) (4.3.27)

Span ( g

1

: : : g

n

) = Span( ^ g

1

: : : ^g

n

) (4.3.28)

h f

k

j

^

f

n

i

E r ! 0

� � � � !

E !1

c onst. ( k ; n ) 8 k 2 N (4.3.29)

h

^

f

k

j

^

f

n

i

E r ! 0

� � � � !

E !1

c onst. ( k ; n ) 8 k � n (4.3.30)

h g

k

j ^g

n

i

E r ! 0

� � � � !

E !1

c onst. ( k ; n ) 8 k 2 N (4.3.31)

h ^g

k

j ^g

n

i

E r ! 0

� � � � !

E !1

c onst. ( k ; n ) 8 k � n (4.3.32)

h g

k

j

^

f

n

i ( E r )

� q ( n )

E r ! 0

� � � � !

E !1

c onst. ( k ; n ) 8 k 2 N (4.3.33)

h ^g

n

j f

k

i ( E r )

� q ( k )

E r ! 0

� � � � !

E !1

c onst. ( k ; n ) 8 k 2 N (4.3.34)

h ^g

n

j

^

f

k

i = 0 8 k < n (4.3.35)

h ^g

k

j

^

f

n

i = 0 8 k < n (4.3.36)

h ^g

n

j

^

f

n

i ( E r )

� q ( n )

E r ! 0

� � � � !

E !1

c onst. ( n ) 6= 0 (4.3.37)
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Induktionsanfang ( n = 1 ): Wir setzen

^

f

1

:= f

1

; ^g

1

:= g

1

: (4.3.38)

(4.3.27) und (4.3.28) sind trivial erf

•

ullt; (4.3.29) - (4.3.37) ergeb en sic h aus den en tsp ec henden

Eigensc haften der f

j

und g

j

.

Induktionssc hritt ( n � 1 ! n ): Wir de�nieren

^

f

n

:= f

n

�

n � 1

X

j =1

h ^g

j

j f

n

i

h ^g

j

j

^

f

j

i

^

f

j

; (4.3.39)

^g

n

:= g

n

�

n � 1

X

j =1

h g

n

j

^

f

j

i

h ^g

j

j

^

f

j

i

^g

j

: (4.3.40)

(Die Nenner sind nac h Induktionsv oraussetzung (4.3.37) nic h t 0 f

•

ur gen

•

ugend kleine E r und

gro�e E .) Diese F unktionen sind wieder in v arian t un ter J , denn die sk alaren F aktoren sind

reell.

(4.3.27) ist erf

•

ullt, denn einerseits gilt

^

f

n

2 Span( f

1

: : : f

n

) nac h De�nition, andererseits

ist

^

f

n

62 Span ( f

1

: : : f

n � 1

), w eil die f

j

linear unabh

•

angig sind; also wird der v on den

^

f erzeugte

Un terraum ec h t gr

•

o�er. Eb enso folgt (4.3.28).

Zu (4.3.29): F

•

ur k 2 N gilt

h f

k

j

^

f

n

i = h f

k

j f

n

i �

n � 1

X

j =1

h ^g

j

j f

n

i

h ^g

j

j

^

f

j

i

h f

k

j

^

f

j

i

= h f

k

j f

n

i �

n � 1

X

j =1

h ^g

j

j f

n

i ( E r )

� q ( n )

h ^g

j

j

^

f

j

i ( E r )

� q ( j )

( E r )

� 0

z }| {

q(n)-q(j)

h f

k

j

^

f

j

i

E r ! 0

� � � � !

E !1

c onst. (4.3.41)

nac h Induktionsv oraussetzung (4.3.29), (4.3.34) und (4.3.37). Eb enso erh

•

alt man (4.3.31).

Zu (4.3.30): Sei k � n , dann ist

h

^

f

k

j

^

f

n

i = h f

k

j f

n

i �

n � 1

X

j =1

h ^g

j

j f

n

i

h ^g

j

j

^

f

j

i

h

^

f

j

j f

k

i �

k � 1

X

j =1

h ^g

j

j f

k

i

h ^g

j

j

^

f

j

i

h

^

f

j

j f

n

i

+

n � 1

X

j =1

k � 1

X

l =1

h ^g

j

j f

n

i

h ^g

j

j

^

f

j

i

h ^g

l

j f

k

i

h ^g

l

j

^

f

l

i

h

^

f

j

j

^

f

l

i

E r ! 0

� � � � !

E !1

c onst. (4.3.42)

un ter V erw endung v on (4.3.29), (4.3.30), (4.3.34) und (4.3.37). Genauso ergibt sic h (4.3.32).

Zu (4.3.33): F

•

ur k 2 N b erec hnet man

h g

k

j

^

f

n

i ( E r )

� q ( n )

= h g

k

j f

n

i ( E r )

� q ( n )

�

n � 1

X

j =1

h ^g

j

j f

n

i ( E r )

� q ( n )

h ^g

j

j

^

f

j

i ( E r )

� q ( j )

h g

k

j

^

f

j

i ( E r )

� q ( j )

E r ! 0

� � � � !

E !1

c onst. (4.3.43)

mit V oraussetzung (4.3.33), (4.3.34) und (4.3.37). Gleic h ung (4.3.34) folgt analog.
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Zu (4.3.36): Es sei k � n ; dann gilt iden tisc h f

•

ur alle E und r :

h ^g

k

j

^

f

n

i = h ^g

k

j f

n

i �

n � 1

X

j =1

h ^g

j

j f

n

i

h ^g

j

j

^

f

j

i

h ^g

k

j

^

f

j

i

| {z }

/ �

j k

= h ^g

k

j f

n

i �

h ^g

k

j f

n

i

h ^g

k

j

^

f

k

i

h ^g

k

j

^

f

k

i = 0 : (4.3.44)

Eine

•

ahnlic he Rec hn ung zeigt (4.3.35).

Zu (4.3.37): Man hat aufgrund v on V oraussetzung (4.3.33) - (4.3.37)

h ^g

n

j

^

f

n

i ( E r )

� q ( n )

= h g

n

j f

n

i ( E r )

� q ( n )

�

n � 1

X

j =1

h ^g

j

j f

n

i

h ^g

j

j

^

f

j

i

h g

n

j

^

f

j

i ( E r )

� q ( n )

�

n � 1

X

j =1

h g

n

j

^

f

j

i

h ^g

j

j

^

f

j

i

h ^g

j

j f

n

i ( E r )

� q ( n )

+

n � 1

X

j;k =1

h ^g

j

j f

n

i

h ^g

j

j

^

f

j

i

h g

n

j

^

f

k

i

h ^g

k

j

^

f

k

i

h ^g

k

j

^

f

j

i

| {z }

/ �

j k

( E r )

� q ( n )

(Die drei Summen sind also gleic h!)

= h g

n

j f

n

i ( E r )

� q ( n )

�

n � 1

X

j =1

h ^g

j

j f

n

i ( E r )

� q ( n )

h g

n

j

^

f

j

i ( E r )

� q ( j )

h ^g

j

j

^

f

j

i ( E r )

� q ( j )

E r ! 0

� � � � !

E !1

c onst. (4.3.45)

Zu zeigen ist no c h, da� diese Konstan te nic h t v ersc h windet. Dazu nehmen wir an, da�

h ^g

n

j

^

f

n

i ( E r )

� q ( n )

! 0. W egen (4.3.35) gilt dann h ^g

n

j

^

f

k

i ( E r )

� q ( k )

! 0 8 k � n , und aufgrund

v on (4.3.27) auc h h ^g

n

j f

k

i ( E r )

� q ( k )

! 0 8 k � n . Andererseits erf

•

ullt

^g

n

= g

n

�

n � 1

X

j =1

h g

n

j

^

f

j

i

h ^g

j

j

^

f

j

i

^g

j

(4.3.46)

die V oraussetzungen des Lemmas 4.18; daher gibt es ein k mit h ^g

n

j f

k

i ( E r )

� q ( k )

6! 0. Damit

ist ein Widerspruc h erreic h t.

Die Konstruktion der

^

f

n

und ^g

n

ist n un abgesc hlossen. Wir lassen das

"

Dac h \

•

ub er den

Sym b olen wieder w eg und v erf

•

ugen damit

•

ub er F unktionen f

�

n

und g

�

n

, deren Eigensc haften

sic h wie folgt zusammenfassen lassen:

f

�

n

2 L

�

( O

r

) ; g

�

n

2 Q ( E ) K (4.3.47)

J f

�

n

= f

�

n

; J g

�

n

= g

�

n

(4.3.48)

h f

�

k

j f

�

n

i

E r ! 0

� � � � !

E !1

c onst. ( k ; n ) ; h g

�

k

j g

�

n

i

E r ! 0

� � � � !

E !1

c onst. ( k ; n ) (4.3.49)

h g

�

k

j f

�

n

i = 0 f

•

ur k 6= n (4.3.50)

h g

�

n

j f

�

n

i ( E r )

� q

�

( n )

E r ! 0

� � � � !

E !1

c onst. ( n ) (4.3.51)

Die Konstan te in der letzten Gleic h ung v ersc h windet nic h t.
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4.3.4 Zw eite Quan tisierung

Nac hdem wir die Situation im Ein teilc henraum festgestellt und um einiges v ereinfac h t hab en,

bleib en no c h die gew

•

unsc h ten energieb esc hr

•

ankten F unktionale �

j

und die lok alen W eylop e-

ratoren W ( f

j

) zu k onstruieren.

Wir b eginnen auf der Seite der F unktionale: Mit Hilfe v on Aussage 4.8 in Anhang 4.2.B

v ersc ha�en wir uns zu Multiindizes �

+

; �

�

b eliebiger Stellenzahl ein F unktional �

�

+

�

�
, das

auf W eylop eratoren W ( f ) die W erte

�

�

+

�

�

�

W ( f )

�

= e

�

1

2

k f k

2

Y

j

h f

+

j g

+

j

i

�

+

j

Y

k

h f

�

j g

�

k

i

�

�

k

(4.3.52)

annimm t. Da die g

�

j

energieb esc hr

•

ankt sind, liefert Korollar 4.10, da� �

�

+

�

�
2 �

^

E

mit

^

E =

( j �

+

j + j �

�

j ) E ; au�erdem erh

•

alt man k �

�

+

�

� k � const: ( �

+

; �

�

) f

•

ur gro�e E und kleine E r ,

w enn man die Absc h

•

atzung der Normen der g

�

j

aus (4.3.49) b er

•

uc ksic h tigt.

Zur Konstruktion der W eylop eratoren setzen wir f

•

ur Multiindizes �

+

; �

�

:

f

�

�

+

�

�

:=

X

j

�

+

j

f

+

j

+ i

X

k

�

�

k

f

�

k

: (4.3.53)

Das liegt stets in L ( O

r

). Analog zu (4.3.5) b etrac h ten wir Summen

A =

X

( �

+

;�

�

) 2 M

a

�

+

�

�
W ( f

�

�

+

�

�

) 2 A ( O

r

) : (4.3.54)

Dab ei ist M � M

1

� M

1

eine endlic he T eilmenge, die wir erst sp

•

ater sp ezi�zieren w er-

den. Die Ausw ertung des F unktionals �

�

+

�

�
auf A ergibt w egen der Orthogonalit

•

atsrelati-

on (4.3.50):

�

�

+

�

�
( A ) =

X

�

+

;�

�

a

�

+

�

�
e

�

1

2

k f

�

�

+

�

�

k

2

Y

j

h �

+

j

f

+

j

j g

+

j

i

�

+

j

Y

k

h �

�

k

f

�

k

j g

�

k

i

�

�

k

=:

X

�

+

;�

�

a

�

+

�

� C

�

+

�

�

j �

+

�

� ( E ; r ) : (4.3.55)

Setzen wir n un


 ( �

+

; �

�

) :=

X

j

�

�

+

j

q

+

( j ) + �

�

j

q

�

( j )

�

; (4.3.56)

dann erhalten wir aufgrund des in (4.3.51) b esc hrieb enen Grenzw ertv erhaltens:

C

�

+

�

�

j �

+

�

� ( E r )

� 
 ( �

+

;�

�

)

E r ! 0

� � � � !

E !1

c

1

( �

+

; �

�

) �

Y

j

( �

+

j

)

�

+

j

Y

k

( �

�

j

)

�

�

j

� c

2

( �

+

; �

�

) =: C

0

�

+

�

�

j �

+

�

�

: (4.3.57)

c

1

( �

+

; �

�

) und c

2

( �

+

; �

�

) sind nic h tv ersc h windende Konstan ten.
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Wir fassen die Multiindizes �

+

; �

�

n un wie in den ob eren Absc h

•

atzungen zu n ur einem

Multiindex � zusammen (en tsprec hend auc h �

�

) und bilden aus den q

�

( j ) ein en tsprec hendes

q ( j ), das monoton w ac hsen soll. Mit dieser Um b enenn ung lautet die Relation (4.3.57) jetzt

C

��

( E r )

� 
 ( � )

E r ! 0

� � � � !

E !1

c

1

( � ) �

Y

j

�

�

j

j

� c

2

( � ) = C

0

��

: (4.3.58)

Die Multiplik ation mit c

1

( � ) und c

2

( � ) en tspric h t der Multiplik ation des mittleren T erms mit

je einer in v ertierbaren Diagonalmatrix. Zu b etrac h ten bleibt die Matrix C

P

��

:=

Q

j

�

�

j

j

. Wir

k

•

onnen diese Matrix ohne Einsc hr

•

ankung als in v ertierbar annehmen, und zw ar in folgendem

Sinne:

F alls C

P

��

nic h t in v ertierbar ist, dann ersetze man alle nic h tv ersc h windenden Ein tr

•

age

der Multiindizes � durc h V ariablen x

( � )

j

und b etrac h te das en tsprec hend gebildete C

P

��

( x

( � )

j

).

Die Determinan te dieser Matrix ist ein P olynom in den V ariablen x

( � )

j

, und zw ar nic h t das

Nullp olynom, denn b eipielsw eise tritt das Monom

Y

� 2 M ; j

�

x

( � )

j

�

�

j

n ur in dem T erm auf, der v on der Diagonalen der Matrix herr

•

uhrt. Mithin k ann man f

•

ur

x

( � )

j

W erte �nden (sogar in b eliebiger N

•

ahe der urspr

•

unglic hen), so da� die Determinan te

nic h t v ersc h windet und damit C

P

��

in v ertierbar wird. Startet man ab er in (4.3.53) mit den

ge

•

anderten W erten statt der ganzzahligen �

�

j

, dann v erl

•

auft die Konstruktion wie zuv or.

Insgesam t ist die Matrix C

0

��

also (ohne Einsc hr

•

ankung) in v ertierbar. Da so w ohl die De-

terminan te als auc h die Komp onen ten der in v ersen Matrix stetig in den Ein tr

•

agen v on C sind,

ist f

•

ur gen

•

ugend kleine E r und gro�e E auc h C

��

( E ; r ) in v ertierbar, und die in Lemma 4.16

erw

•

ahn te Konstan te d k ann gleic hm

•

a�ig gew

•

ahlt w erden. Man k ann den in Absc hnitt 4.3.1

skizzierten Gedank engang also an w enden;

15

dab ei w

•

ahlt man den Exp onen ten 
 so, da�


 � 
 ( � ) 8 � 2 M : (4.3.59)

Die Menge M k ann no c h geeignet gew

•

ahlt w erden, um 
 m

•

oglic hst klein w erden zu lassen

(sie m u� mindestens N + 1 Multiindizes en thalten). Um das Ergebnis einfac her form ulieren zu

k

•

onnen, n umerieren wir n un auc h die �

�

und f

�

�

mit nat

•

urlic hen Zahlen j statt Multiindizes,

w ob ei 
 ( j ) wieder monoton w ac hsen soll - das ist w egen q

�

! 1 ( j ! 1 ) stets m

•

oglic h.

Un ter Pr

•

azisierung der bisherigen F orm ulierung

"

f

•

ur gro�e E und kleine E r \ erhalten wir

dann folgende Aussage:

Satz 4.19. Wir b etr achten ein Mo del l der fr eien F eldthe orie, das die Eigenschaft 4.17 b esitzt,

etwa die The orie eines r e el len skalar en F eldes in s � 2 R aumdimensionen. Zu N 2 N gibt es

dann Konstanten E

0

, w

0

und c , so da� f

•

ur E � E

0

, E r � w

0

gilt

k � �

N

X

j =1

�

j

�

j

k

E ;r

� c � ( E r )


 ( N +1)

;

wob ei �

j

2 � und �

j

2 �

1

b eliebig gew

•

ahlt wer den k

•

onnen.

15

Dazu m

•

ussen die F unktionale �

�

no c h normiert und die Energiesk ala um einen k onstan ten F aktor ge

•

andert

w erden. Dies l

•

a�t sic h ab er in den im Endergebnis erw

•

ahn ten Konstan ten au�angen.
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Wir w enden dies no c h auf die Pseudometrik en d [ r




; 
 ; � ] an:

Korollar 4.20. Sei N 2 N und �

j

2 � , �

j

2 �

1

( j = 1 : : : N ) . Dann gilt f

•

ur je de Nul lfolge �

und al le 
 � 
 ( N + 1) :

d [ r




; 
 ; � ]

�

� ;

N

X

j =1

�

j

�

j

�

> 0 :

Mit diesem Resultat k

•

onnen wir die Konstruktion der Basen der F eld- und Zustandsk eime

in Absc hnitt 2.3 (deren Ergebnis Satz 2.2 w ar) n un v ollst

•

andig k on trollieren. Man b emerkt

dazu, da� die ob en de�nierte F unktion 
 ( j ) mit derjenigen aus Absc hnitt 4.2

•

ub ereinstimm t,

v orausgesetzt, da� die q

�

in Eigensc haft 4.1 und Eigensc haft 4.17 iden tisc h sind. Wir b ezeic h-

nen jetzt die v on 
 ( j ) angenommenen verschie denen W erte mit 


1

; 


2

; : : : (streng monoton

w ac hsend) - jedes dieser 


�

wird v on der F unktion 
 ( j ) ev en tuell mehrfac h erreic h t. W eiter

w

•

ahlen wir nat

•

urlic he Zahlen N

�

maximal, so da�


 (1) ; : : : ; 
 ( N

�

) � 


�

: (4.3.60)

Aus Satz 4.5 (o der direkt aus der v orangegangenen Konstruktion) ist klar, da� f

•

ur die in den

ob eren Absc h

•

atzungen k onstruierten F unktionale �

j

gilt

k �

j

k

r

�

�

r


 ( j )

; (4.3.61)

w ob ei � eine b eliebige Nullfolge ist. W eiter wissen wir aus Satz 4.5, da�

d [ r




�

; 


�

; � ]

�

� ;

N

�

X

j =1

�

j

�

j

�

= 0 : (4.3.62)

Andererseits gilt nac h Korollar 4.20

d [ r




�

; 


�

; � ]

�

� ;

N

�

� 1

X

j =1

�

j

�

j

�

> 0 : (4.3.63)

Mit Hilfe der Dreiec ksungleic h ung ergibt sic h

d [ r




�

; 


�

; � ]

�

�

N

�

�

N

�

; 0

�

> 0; (4.3.64)

durc h P erm utation der Appro ximationsterme gilt dasselb e f

•

ur andere Indizes j statt N

�

(w ob ei

N

� � 1

< j � N

�

). Zusammen mit (4.3.61) folgt

k �

j

k

r

�

�

r


 ( j )

8 j 2 N : (4.3.65)

Die F unktionen �

�

( r ) sind hier also zu w

•

ahlen als

�

�

( r ) = r




�

: (4.3.66)

Korollar 4.20 b esagt gerade, da� in der Konstruktion zu Satz 2.2 niemals

"

linear abh

•

angige

T erme \ en tfern t w erden m

•

ussen. Wir erhalten daher Satz 2.2 direkt mit den in den ob eren

Absc h

•

atzungen (Absc hnitt 4.2) k onstruierten F unktionalen �

j

und Linearformen �

j

. Die �

�

( r )

und N

�

sind ob en angegeb en. Die Nullfolgen �

�

spielen in diesem Mo dell k eine Rolle; sie sind

alle gleic h einem festen � , und dieses k ann b eliebig v orgegeb en w erden.

Ein Beispiel f

•

ur die ersten T erme der Appro ximationsreihe und die zugeh

•

origen 


�

und

N

�

ist in Absc hnitt 4.4.2 angegeb en.
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4.3.A Die � -Sym b ole

Die hier als

"

�-Sym b ole \ b ezeic hneten Ausdr

•

uc k e de�nieren wir wie folgt: Sei � ein s -stelliger

Multiindex, dann ist

�( � ) :=

Z

j ~x j =1

d 
( x ) x

�

; (4.3.67)

das In tegral l

•

auft

•

ub er die Einheitssph

•

are im R

s

. Wir b emerk en folgende Eigensc haften:

�( � ) � 0; (4.3.68)

�( � ) = 0 , � b esitzt einen ungeraden Ein trag, (4.3.69)

in b esondere: �(2 � ) > 0 : (4.3.70)

Das folgende Lemma stellt sic h f

•

ur unsere An w endungen als wic h tig heraus.

Lemma 4.21. Sei M � M

s

eine end liche T eilmenge; dann ist die Matrix

B

��

=

�( � + � )

s + j � j + j � j

; �; � 2 M

p ositiv de�nit, insb esonder e ist sie invertierb ar.

Beweis. Man b etrac h te die F unktionen

f

�

( ~ x ) = x

�

�

[0 ; 1]

( j ~ x j ) =

(

x

�

f

•

ur j ~ x j � 1 ;

0 sonst ;

� 2 M : (4.3.71)

Sie sind o�en bar linear unabh

•

angig. Bezeic hnet h�j�i das gew

•

ohlic he L

2

( R

s

)-Sk alarpro dukt,

dann gilt

h f

�

j f

�

i = B

��

; (4.3.72)

wie man leic h t b erec hnet. B

��

ist also die Matrixdarstellung des Sk alarpro dukts auf dem

T eilraum Span f f

�

g und deshalb p ositiv de�nit.

4.4 F reie Wigh tman-F eld er

Wir hab en bisher das b etrac h tete Mo dell der freien F eldtheorie v ollst

•

andig im algebraisc hen

Rahmen form uliert und das V erhalten der Theorie

"

am Punkt \ analysiert, so da� wir nac h

Absc hnitt 2.4 lok ale Punktfelder erhalten. Historisc h wurde die freie F eldtheorie ab er zuerst

durc h Punktfelder (bzw. durc h

"

ausgesc hmierte \ op eratorw ertige Distributionen) de�niert

und sp

•

ater auf die algebraisc he Theorie

•

ub ertragen.

Wir geb en in diesem Absc hnitt zun

•

ac hst einen

•

Ub erblic k

•

ub er die F orm ulierung der freien

F eldtheorie im Wigh tman'sc hen Rahmen und zeigen, wie die algebraisc he Sic h t w eise daraus

herv orgeh t. Dab ei b esc hr

•

ank en wir uns auf das reelle sk alare F eld; n ur dort hatten wir den

Ein teilc henraum und die

"

lok alen \ Un terr

•

aume L

�

( O

r

) k onkret de�niert. Ansc hlie�end geb en

wir die ersten T erme der in Absc hnitt 4.2.6 hergeleiteten Reihenen t wic klung explizit an; wir

deuten die darin v ork ommenden quadratisc hen F ormen als Punktfelder und zeigen, da� man

nac h Ausin tegration tats

•

ac hlic h das F eld � ( f ) zur

•

uc k erh

•

alt, mit dessen Hilfe die Theorie

de�niert wurde.
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4.4.1 Das reelle sk alare F eld im Wigh tman-Rahmen

Ein reelles sk alares F eld ist in der Wigh tman'sc hen Quan tenfeldtheorie eine hermitesc he op e-

ratorw ertige Distribution

� ( f )

�

� � ( f ) ; f 2 S ( R

s +1

) : (4.4.1)

Dab ei b etrac h ten wir wieder reellw ertige T estfunktionen f . Das F eld � soll (im Sinne v on

Distributionen) die Klein-Gordon-Gleic h un g erf

•

ullen:

( 2
2

2 + m

2

) � = 0 : (4.4.2)

Gen

•

ugt ein solc hes F eld allen in Absc hnitt 1.3 aufgef

•

uhrten Wigh tman-Axiomen, einsc hlie�-

lic h der dort genann ten V ollst

•

andigk eitsb edin gung, dann erf

•

ullt es not w endigerw eise [24 ] die

V ertausc h ungsrelationen

[ � ( f ) ; � ( g )] =

�

h f j g i

+

� h g j f i

+

�

� 1 (4.4.3)

mit

h f j g i

+

=

Z

d

s +1

x

Z

d

s +1

y f ( x ) g ( y ) �

+

( x � y ); (4.4.4)

hierb ei ist �

+

die Distribution

�

+

( z ) = (2 � )

� s

Z

d

s

p � ( p

2

� m

2

) � ( p

0

) e

� ipz

: (4.4.5)

Dadurc h ist das F eld � ( f ) bis auf Unit

•

ar

•

aquiv alenz eindeutig festgelegt. Es k ann in der

•

ublic hen F o c kraumdarstellung k onstruiert w erden [19 ]; dort l

•

a�t es sic h in die b ek ann ten

Erzeugungs- und V ernic h tungsop eratoren a

�

und a zerlegen:

� ( f ) = a

�

( f ) + a ( f ) : (4.4.6)

Um die lok alen Algebren A ( O ) zu erhalten, m u� man b esc hr

•

ankte F unktionen der � ( f ) b e-

trac h ten. Da die � ( f ) sogar (w esen tlic h) selbstadjungiert sind, bieten sic h dazu die unit

•

aren

W eyl-Op eratoren

W ( f ) = e

i� ( f )

; f 2 S ( R

s +1

) (4.4.7)

an. Sie erf

•

ullen w egen (4.4.3) die Relation

W ( f ) W ( g ) = e

� i Im h f j g i

+

W ( f + g ) : (4.4.8)

Um alle in O lok alisierten Observ ablen zu erhalten, m u� man o�en bar die im Ortsraum

im Gebiet O lok alisierten T estfunktionen f und F unktionen der zugeh

•

origen F elder � ( f )

b etrac h ten, also

A ( O ) = f W ( f ) j f 2 D

R

( O ) g

0 0

: (4.4.9)

Es ist dab ei ab er nic h t not w endig, f tats

•

ac hlic h durc h ganz D

R

( O ) laufen zu lassen. Man

b emerkt n

•

amlic h

�

�

( 2
2

2 + m

2

) f

�

=

�

( 2
2

2 + m

2

) �

�

( f )

(4.4.2)

= 0 8 f 2 D

R

( R

s +1

); (4.4.10)
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folglic h reic h t es aus, Restklassen [ f ] aus dem Quotien tenraum D

R

( O ) = ( 2
2

2 + m

2

) D

R

( R

s +1

) zu

b etrac h ten. Einem solc hen [ f ] k

•

onnen wir seine s -dimensionale F ouriertransformierte zuord-

nen:

~

f ( ~p ) := (2 � )

� s= 2

Z

d

s +1

x f ( x ) e

i ( ! ( ~p ) x

0

� ~p~ x )

( ! ( ~p ) =

p

~p

2

+ m

2

) : (4.4.11)

Diese Zuordn ung [ f ] 7!

~

f ist w ohlde�niert und injektiv, denn f

•

ur f 2 D

R

( R

s +1

) gilt

Z

d

s +1

x f ( x ) e

i ( ! x

0

� ~p~ x )

= 0 8 ~p , f 2 ( 2
2

2 + m

2

) D

R

( R

s +1

) : (4.4.12)

(Die Ric h tung

"

) \ folgt dab ei mit Hilfe funktionen theoretisc her Argumen te - man b eac h te,

da� w egen der T r

•

agereigensc haften v on f seine ( s + 1)-dimensionale F ouriertransformierte ganz

analytisc h ist.)

Wir zerlegen

~

f n un in J -in v arian te F unktionen ( J wird wie in (4.1.5) de�niert):

~

f =

~

f

+

+ i!

~

f

�

mit

~

f

+

=

1

2

(

~

f + J

~

f ) ;

~

f

�

=

1

2 i!

(

~

f � J

~

f ); (4.4.13)

diese Zerlegung ist eindeutig. Wic h tig ist n un, da� sic h die Lok alisierung v on f an den

~

f

�

ablesen l

•

a�t: Es sei sp eziell O = O

r

ein Standard-Dopp elk egel; dann geh

•

oren v orgegeb ene

J -in v arian te T estfunktionen

~

f

�

genau dann zu einem [ f ] 2 D

R

( O

r

) = ( 2
2

2 + m

2

) D

R

( R

s +1

), w enn

der T r

•

ager der F ourierr

•

uc ktransformierten

f

�

( ~ x ) = (2 � )

�

s

2

Z

d

s

p e

i~ p ~ x

~

f

�

( ~p ) (4.4.14)

innerhalb der Kugel j ~ x j < r liegt. Wir erhalten also eine eineindeutige Zuordn ung [ f ] 7!

~

f =

~

f

+

+ i!

~

f

�

, w ob ei die

~

f

�

die genann ten Eigensc haften hab en. Betrac h tet man das F eld n un

als F unktion v on

~

f statt [ f ], dann lautet die W eylrelation (4.4.8)

W (

~

f ) W ( ~ g ) = e

� i Im h

~

f j ~g i

W (

~

f + ~ g ) (4.4.15)

mit

h

~

f j ~g i =

Z

d

s

p

2 ! ( ~p )

~

f ( ~p ) ~ g ( ~p ) = h f j g i

+

: (4.4.16)

Zur V ereinfac h ung der Rec hn ungen ziehen wir den F aktor (2 ! )

�

1

2

im In tegrationsma� no c h

zu den F unktionen, d.h. wir setzen

^

f ( ~p ) := (2 ! )

�

1

2

~

f ( ~p ) (4.4.17)

und erhalten

W (

^

f ) W ( ^ g ) = e

� i Im h

^

f j ^g i

W (

^

f + ^ g ) mit h

^

f j ^g i =

Z

d

s

p

^

f ( ~p ) ^ g ( ~p ) ; (4.4.18)

auf eine Neub ezeic hn ung des Sk alarpro dukts v erzic h ten wir dab ei. Die lok ale Algebra A ( O

r

)

wird n un erzeugt v on den W eyl-Op eratoren

W (

^

f ) ;

^

f = !

�

1

2

^

f

+

+ i!

1

2

^

f

�

; (4.4.19)

w ob ei

^

f

�

im Ortsraum reell und in j ~ x j < r lok alisiert sind. Das stimm t bis auf Bildung

top ologisc her Absc hl

•

usse mit unserer bisherigen De�nition in Absc hnitt 4.1

•

ub erein.
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4.4.2 Rek onstruktion des F eldes

Wir hatten in Absc hnitt 2.4 gesehen, da� die quadratisc hen F ormen �

j

in der En t wic klung

� =

X

j

�

j

�

j

(4.4.20)

als lok ale Wigh tmanfelder in terpretiert w erden k

•

onnen. F

•

ur das reelle sk alare F eld hatten wir

solc h eine Reihenen t wic klung in Absc hnitt 4.2.6 hergeleitet. Es ist instruktiv, die ersten T erme

dieser Reihe explizit auszurec hnen. Um die Notation aus Absc hnitt 4.2 et w as zu v ereinfac hen,

setzen wir h = h

+

� =0

und g = g

+

� =0

. Man erh

•

alt dann im F all ph ysik alisc her Raumzeit:

16

�

E ;r

= (
 j � j 
) � P ( E ) 1 P ( E )

+

1

2

�

( h j � j 
) + (
 j � j h )

�

� P ( E )

�

a ( g ) + a

�

( g )

�

P ( E )

+

1

2

3

X

j =1

�

( x

j

h j � j 
) + (
 j � j x

j

h )

�

� P ( E )

�

a ( � ip

j

g ) + a

�

( � ip

j

g )

�

P ( E )

+

1

2 i

�

( !

� 1

h j � j 
) � (
 j � j !

� 1

h )

�

� P ( E )

�

a ( i! g ) + a

�

( i! g )

�

P ( E )

+

�

: : : | : : :

�

� P ( E )

�

a ( g )

2

+ a

�

( g )

2

+ 2 a

�

( g ) a ( g )

�

P ( E )

+ : : : (4.4.21)

Die Sc hreib w eise x

j

h ist dab ei et w as sym b olisc h und m

•

u�te genauer !

�

1

2

x

j

!

+

1

2

h hei�en. Das lineare F unktional

| ist b ereits rec h t k ompliziert und deshalb nic h t explizit ausgesc hrieb en.

In tuitiv erk enn t man in den Appro ximationstermen b ereits das Punktfeld � (0) wieder; in

et w as suggestiv er Sc hreib w eise lautet die obige Gleic h ung

�

E ;r

= (
 j � j 
) � P ( E ) 1 P ( E ) ( 
 = 0)

+

1

2

�

( h j � j 
) + (
 j � j h )

�

� P ( E ) � (0) P ( E ) ( 
 = 1)

+

1

2

3

X

j =1

�

( x

j

h j � j 
) + (
 j � j x

j

h )

�

� P ( E ) @

j

� (0) P ( E ) ( 
 = 2)

+

1

2 i

�

( !

� 1

h j � j 
) � (
 j � j !

� 1

h )

�

� P ( E ) @

t

� (0) P ( E ) ( 
 = 2)

+

�

: : : | : : :

�

� P ( E ) : �

2

: (0) P ( E ) ( 
 = 2)

+ : : : (4.4.22)

Wir hab en hier explizit 


�

= � � 1, N

1

= 1, N

2

= 1, N

3

= 5. Die T erme f

•

ur � > 3 sind nic h t

aufgef

•

uhrt. In der Reihenen t wic klung treten neb en dem F eld � auc h seine r

•

aumlic hen und

zeitlic hen Ableitungen so wie das Wic kpro dukt : �

2

: auf. Bei den h

•

oheren (nic h t gezeigten)

T ermen handelt es sic h en tsprec hend um h

•

ohere Ableitungen des F eldes (auc h gemisc h te

r

•

aumlic he und zeitlic he) so wie deren Wic kpro dukte. Zw eite o der h

•

ohere Zeitableitungen treten

allerdings nic h t auf - das ist Ausdruc k der F eldgleic h ung (4.4.2).

16

F

•

ur s > 3

•

andert sic h ev en tuell die Reihenfolge der T erme; der T erm mit dem Wic k-Quadrat des F eldes

geh

•

ort zu 
 = s � 1, w

•

ahrend die T erme mit den ersten Ableitungen 
 = 1 +

s � 1

2

aufw eisen.
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Man b eac h te, da� die hier aufgesc hrieb enen ersten T erme der Reihenen t wic klung mit dem

Ergebnis der heuristisc hen Rec hn ung in [17 ] im w esen tlic hen

•

ub ereinstimmen; die F orm der

F unktionale �

j

ist jedo c h et w as aufw endiger als dort v erm utet.

Die Sc hreib w eise a

�

( g ) + a ( g ) = � (0) usw., zu v erstehen im Sinne quadratisc her F ormen auf

S

E

( H

E

� H

E

), ist zw ar heuristisc h unmittelbar einleuc h tend; streng genommen bleibt ab er

no c h zu zeigen, da� die aus den �

j

nac h In tegration (Absc hnitt 2.5) erhaltenen Wigh tman-

F elder tats

•

ac hlic h mit dem de�nierenden F eld � ( f ) und seinen Ableitungen

•

ub ereinstimmen.

Wir f

•

uhren den Bew eis hier f

•

ur das F eld selbst (2. T erm der En t wic klung (4.4.22) ); f

•

ur die Ab-

leitungen und Wic kpro dukte l

•

a�t sic h eine analoge Argumen tation durc hf

•

uhren. Im folgenden

sei wieder s � 3 b eliebig.

Zu zeigen ist die Gleic hheit der quadratisc hen F orm a

�

( g ) + a ( g ) mit dem F eld � ( f ) nac h

Ausin tegration, und zw ar als Op eratoren auf C

1

( H ). Es reic h t jedo c h aus, die Iden tit

•

at auf

einer dic h ten Menge im Sinne v on quadratisc hen F ormen nac hzupr

•

ufen. Seien also

 = b

1


 � � � 
 b

m

2 P ( E ) H ; � = c

1


 � � � 
 c

n

2 P ( E ) H ; (4.4.23)

dab ei sind b

j

; c

k

2 Q ( E ) K . Wir hab en zu zeigen, da�

Z

�

 

�

�

U ( x )

�

a

�

( g ) + a ( g )

�

U ( � x ) �

�

f ( x ) d

s +1

x = (  j � ( f ) � ) : (4.4.24)

Sc hreibt man die rec h te Seite nac h (4.4.6) als Erzeuger und V ernic h ter aus, dann reic h t es,

folgendes nac hzu w eisen:

Z

d

s +1

x f ( x )

�

U ( � x )  

�

�

a

]

( g ) U ( � x ) �

�

= (  j a

]

(

^

f ) � ) : (4.4.25)

Dab ei ist a

]

en t w eder a o der a

�

; wir b ehandeln den F all a

]

= a

�

, der andere ergibt sic h

en tsprec hend. In teressan t ist dann n ur m = n + 1, andernfalls v ersc h winden b eide Seiten v on

(4.4.25). Man hat n un

Z

d

s +1

x f ( x )

�

U ( � x )  

�

�

a

�

( g ) U ( � x ) �

�

=

Z

d

s +1

x f ( x )

�

Symm 


j

U

K

( � x ) b

j

�

�

a

�

( g ) Symm 


k

U

K

( � x ) c

k

�

(4.1.10)

=

p

n + 1

Z

d

s +1

x f ( x )

�

Symm 


j

U

K

( � x ) b

j

�

�

Symm

�

g 
 


k

U

K

( � x ) c

k

� �

=

p

n + 1 Symm

�

n

Y

j =1

h b

j

j c

j

i �

Z

d

s +1

xf ( x )

Z

d

s

p e

i ( ! x

0

� ~p~ x )

b

n +1

( ~p ) (2 � )

�

s

2

(2 ! )

�

1

2

�

E

( ~p )

�

:

(4.4.26)

Die Symmetrisierung l

•

auft dab ei

•

ub er die Indizes der b

j

. Da das In tegral

•

ub er d

s

p n ur

•

ub er

ein endlic hes Gebiet l

•

auft und der In tegrand auc h b ez

•

uglic h x gen

•

ugend sc hnell abf

•

allt ( f

ist T estfunktion), k ann die In tegrationsreihenfolge v ertausc h t w erden. Au�erdem k ann die
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Multiplik ation mit �

E

( ~p ) en tfallen, da b ereits b

n +1

2 Q ( E ) K . Man erh

•

alt so

Z

d

s +1

x f ( x )

�

U ( � x )  

�

�

a

�

( g ) U ( � x ) �

�

=

p

n + 1 Symm

�

n

Y

j =1

h b

j

j c

j

i �

Z

d

s

p b

n +1

( ~p )

^

f ( ~p )

�

=

p

n + 1 Symm

�

n

Y

j =1

h b

j

j c

j

i � h b

n +1

j

^

f i

�

= (  j a

�

(

^

f ) � ) ; (4.4.27)

w ob ei

^

f ( ~p ) = (2 ! )

�

1

2

(2 � )

�

s

2

Z

d

s +1

x f ( x ) e

i ( ! x

0

� ~p ~ x )

: (4.4.28)

Damit ist sc hlie�lic h gezeigt, da�

Z

d

s +1

xf ( x ) U ( x )

�

a

�

( g ) + a ( g )

�

U ( � x ) = � ( f ) (4.4.29)

im b ereits diskutierten Sinne.

4.5 Andere Mo delle

Die Analyse der freien F eldtheorie hab en wir bisher n ur f

•

ur das reelle sk alare F eld in s � 3

Raumdimensionen v ollst

•

andig durc hgef

•

uhrt. In diesem Absc hnitt wird diskutiert, in wiew eit

sic h die Ergebnisse auc h auf andere Mo delle

•

ub ertragen lassen, und w elc he Umst

•

ande einer

Rek onstruktion v on Punktfeldern in unserem Sinne en tgegenstehen k

•

onnen.

Zun

•

ac hst basieren so w ohl die ob eren wie die un teren Absc h

•

atzungen auf gewissen Eigen-

sc haften des Ein teilc henraum der Theorie; wir hab en sie n ur f

•

ur das reelle sk alare F eld explizit

nac hgewiesen, ab er f

•

ur b eliebige Ein teilc henr

•

aume ist klar, w elc he Bedingungen erf

•

ullt sein

m

•

ussen, um das Konstruktionsv erfahren an w enden zu k

•

onnen. Insb esondere f

•

ur Theorien,

deren Ein teilc henraum sic h als direkte Summe der Ein teilc henr

•

aume reeller sk alarer F elder

darstellen l

•

a�t, ist die V erallgemeinerung fast o�ensic h tlic h. Wir k

•

onnen auf diese W eise leic h t

auc h Theorien mit

� mehreren (jedo c h endlic h vielen) T eilc hensorten,

� Bosonen v on h

•

oherem Spin,

� geladenen T eilc hen (k omplexen F eldern)

b ehandeln.

Eine subtile Sc h wierigk eit zeigt sic h allerdings im F all niedriger Raumdimensionen ( s < 3).

Bereits Buc hholz und P orrmann [8 ] hatten gesehen, da� das reelle sk alare masselose F eld in

s = 2 Dimensionen gewisse Phasenraum b edingungen nic h t erf

•

ullt, und zw ar w egen seines

sc hlec h ten Infrarotv erhaltens. Auc h im hier v erw endeten Konstruktionsv erfahren treten diese

Sc h wierigk eiten auf: Gewisse In tegrale, et w a (4.2.13) und (4.2.111), div ergieren f

•

ur s < 3. Es

liegt daher nahe, da� sic h zumindest die masselose Theorie in s � 2 Raumdimensionen nic h t

mit unserer Metho de b ehandeln l

•

a�t.
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Auc h im massiv en 2- o der 1-dimensionalen F all treten in der Konstruktion die genann ten

Sc h wierigk eiten auf, ob w ohl die in [8] aufgestellte Phasenraum b edingung b ei m > 0 f

•

ur alle

s � 1 erf

•

ullt ist. Der Grund liegt darin, da� wir, um sk alen unabh

•

angige En t wic klungen der

Abbildung � zu erhalten, in Absc h

•

atzungen wie (4.2.13) stets den Limes E ! 1 b etrac h ten.

Im Ultra violettb ereic h geh t die massiv e Theorie ab er in die masselose

•

ub er, in dem Sinne,

da� die gleic hen In tegraldiv ergenzen auftreten.

Man k

•

onn te ein w enden, da� dies ein Nac h teil des v erw endeten Konstruktionsv erfahrens

sei. Zumindest f

•

ur s = 1 ab er sind die erw arteten Ergebnisse - unabh

•

angig v om Bew eisv er-

fahren - nic h t mehr ausreic hend: Die F unktion q

+

in Eigensc haft 4.1 w

•

are b ei formal gleic hen

Ergebnissen nic h t mehr strikt p ositiv (man hat q

+

( � ) = j � j +

s � 1

2

); infolgedessen erhielte man

in der Reihenen t wic klung (4.2.62) b eliebig viele T erme zum E r -V erhalten 
 = 0, n

•

amlic h die

Wic k-P otenzen : �

n

: des F eldes; die Reihe k

•

onn te nic h t mehr in der b etrac h teten T op ologie

k on v ergieren.

Au�erdem gibt es V erallgemeinerungen des freien F eldes, die einer Rek onstruktion v on

Punktfeldern aus anderen, in trinsisc hen Gr

•

unden en tgegenstehen. So b etrac h tet Lutz [21 ] ein

Un ternetz einer reellen sk alaren masselosen Theorie, b ei der jedo c h die A ( O

r

) f

•

ur kleine r

quasi

"

ausged

•

unn t \ w erden: Man hat

17

L

�

( O

r

) = !

�

1

2

�

@

2

@ x

2

s

�

n ( r )

D

C

( O

r

) (4.5.1)

mit einer F unktion n : R

+

! N , die f

•

ur r ! 0 b eliebig w

•

ac hst. In diesem Mo dell brec hen die

un teren Absc h

•

atzungen aus Absc hnitt 4.3 - mangels v erf

•

ugbarer F unktionen f

�

j

- zusammen.

T ats

•

ac hlic h

•

andern sic h die ob eren Absc h

•

atzungen so: Durc h partielle In tegration in (4.2.9)

sieh t man, da� der Beitrag v on h

�

�

in der Ein teilc henraumen t wic klung v ersc h windet, falls

�

s

< 2 n ( r ). Somit en tf

•

allt au�er dem An teil des Einsop erators jeder festgehaltene T erm �

�

�

�

in der Reihenen t wic klung f

•

ur �

E ;r

, w enn man r gen

•

ugend klein w

•

ahlt; man erh

•

alt

d

k

�

� ; (
 j � j 
) 1

�

= 0 8 k > 0 : (4.5.2)

Eigensc haft 2.1 ist trivialerw eise gegeb en. Die sp ezielle Phasenraumstruktur dieses Netzes

f

•

uhrt also zum F ehlen jeglic her nic h ttrivialer Punktfelder in der Theorie.

Alle bisher b etrac h teten Mo delle w aren Theorien freier Bosonen. Die Rek onstruktion fer-

mionisc her F elder  ( x ) ist im hier b ehandelten Rahmen aus prinzipiell en Gr

•

unden nic h t

m

•

oglic h: Wir b etrac h ten n ur F elder, die sic h als Grenzw erte observ abler Gr

•

o�en darstellen

lassen. Nic h t-observ able F ermifelder k

•

onnen in den F eldk eimen also nic h t auftreten; allenfalls

w

•

aren observ able F unktionen der F elder sic h tbar, et w a :  ( x ) 


�

 ( x ) : im F alle eines Dirac-

F eldes. Allerdings sollte es m

•

oglic h sein, auc h fermionisc he Mo delle zu analysieren, indem

man statt der Observ ablenalgebren A ( O ) die F eldalgebren F ( O ) b etrac h tet [4 , sec. 5.4.3].

Die V ertausc h ungsrelationen der so erhaltenen Punktfelder, die ja bisher quasi als Limes

der V ertausc h ungsrelationen in A ( O ) gew onnen wurden, w

•

aren dann automatisc h z.T. durc h

An tik omm utatorrelationen ersetzt.

17

Die Notation ist gegen

•

ub er [21] leic h t v er

•

andert und unseren Kon v en tionen angepa�t.
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Notationsk on v en tionen

Wir v erw enden den Mink o wskiraum R

s +1

; Elemen te x; p w erden als ( x

0

; ~ x ) bzw. ( p

0

; ~ p ) ge-

sc hrieb en. Das inde�nite Sk alarpro dukt lautet px = p

�

x

�

= p

0

x

0

� ~p ~ x , p

2

= ( p

0

)

2

� ~p

2

.

Dagegen b ezeic hnet k p k = (( p

0

)

2

+ ~p

2

)

1

2

die euklidisc he Norm. Di�eren tialop eratoren sind

h

•

au�g abgek

•

urzt als

@

�

=

@

@ x

�

;

w ob ei die Ableitung @

0

nac h der Zeitk o ordinate auc h als @

t

notiert wird.

Die F ouriertransformation wird mit folgender V orzeic henk on v en tion v erw endet:

F : L

2

( R

s

; d

s

x ) ! L

2

( R

s

; d

s

p ) ; f ( ~ x ) 7!

~

f ( ~p ) = (2 � )

� s= 2

Z

e

� i~ p ~ x

f ( ~ x ) d

s

x

F

� 1

: L

2

( R

s

; d

s

p ) ! L

2

( R

s

; d

s

x ) ;

~

f ( ~p ) 7! f ( ~ x ) = (2 � )

� s= 2

Z

e

+ i~ p ~ x

~

f ( ~p ) d

s

p

Um die Notation nic h t zu

•

ub erfrac h ten, ist im T ext die Tilde

•

ub er der F ouriertransformierten

n ur selten notiert; manc hmal b ezeic hnet sie auc h die R

•

uc ktransformierte. Aus dem Zusam-

menhang und b esonders aus der Bezeic hn ung des F unktionsargumen ts sollte stets klar sein,

ob Orts- o der Impulsraum gemein t ist.

In Kapitel 4 w erden an div ersen Stellen Multiindex-Sc hreibw eisen angew andt; sie sind in

Anhang 4.2.A erl

•

autert.

Die L

•

angen-, Massen- und Energiesk alen folgen der Kon v en tion ~ = 1 ; c = 1.

Im folgenden sind die wic h tigsten derjenigen Sym b ole und Sc hreib w eisen aufgelistet, die mehr

als n ur

"

lok al \ im T ext v erw endet w erden. Eingeklammerte Zahlen v erw eisen auf Gleic h ungen,

solc he ohne Klammern auf (Un ter-)Absc hnitte.

Sym b ol Besc hreibung Referenz

a

�

( f ), a ( f ) Erzeugungs- bzw. V ernic h tungsop erator auf H (4.1.9)

ad P ( E ) = P ( E ) � P ( E ) (Adjunktion mit P ( E ))

A ( O ) lok ale Algebra 1.2

A

E

= P ( E ) B ( H ) P ( E ) (1.2.12)

A

E

( O ) = P ( E ) A ( O ) P ( E ) (1.2.12)

A

�

F eldk eim; A

�

= �

� �

3.1

B ( H ) Algebra der b esc hr

•

ankten linearen Op eratoren auf H

d ( � ; � ) Pseudometrik auf �; d =

P

2

� k

d

k

(2.2.13)

d

k

( � ; � ) Pseudometrik auf �; d

k

= d [ r

k

; k ; � ] (2.2.12)

d [ f ; k ; � ]( � ; � ) Pseudometrik auf � (2.B.2)
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D gemeinsamer De�nitionsb ereic h der Wigh tman-F elder 1.3

D

C

( r ) k omplexw ertige T estfunktionen mit T r

•

ager in j ~ x j < r

D

R

( O ) reellw ertige T estfunktionen mit k ompaktem T r

•

ager in O

F Op erator der F ouriertransformation siehe ob en

H Energieop erator (Hamiltonop erator) auf H 1.2

H Hilb ertraum; sp eziell: (symmetrisc her) F o c kraum 1.2, (4.1.7)

H

E

= P ( E ) H

H

n

n -T eilc hen-Raum (4.1.6)

H

0

Raum der V ektoren endlic her T eilc henzahl (4.1.8)

J an tiunit

•

are In v olution auf B ( H ) / auf K 3.2 / 4.1.1

K Ein teilc henraum 4.1.1

L Loren tzgrupp e 1.2, Fn. 3

L ( O ) ; L

�

( O )

"

lok ale \ Un terr

•

aume v on K 4.1.3

M

n

Menge der n -stelligen Multiindizes 4.2.A

M

1

Menge der Multiindizes b eliebiger Stellenzahl 4.2.A

N

�

Dimension des Zustandsk eims �

�

Satz 2.2

N [ � ; � ]

"

Nullraum \ in den Halmen v on � (3.A.5)

N

�

= N [ �

�

; �

�

] (3.1.1)

N = f 1 ; 2 ; 3 ; : : : g

N

0

= f 0 ; 1 ; 2 ; : : : g

O o�enes Gebiet im Mink o wskiraum R

s +1

O

r

Standard-Dopp elk egel mit Mittelpukt 0 und Radius r (2.1.1)

p

�

k anonisc he Pro jektion auf �

�

(3.1.2)

p

�

E

= p

�

d �

E

3.1.11

P

�

Impulsop eratoren auf H ; P

0

= H . 1.2

P ( E ) Sp ektralpro jektor des Hamiltonop erators H 1.2

P

�

L

( r ) Pro jektor auf L

�

( O

r

) 4.1.3

P P oincar � e-Grupp e 1.2, Fn. 3

Q ( E ) Sp ektralpro jektor des Ein teilc hen-Energieop e rators ! 4.1.1

R = (1 + H )

� 1

2.C

R

+

= f x 2 R j x > 0 g

R

+

0

= f x 2 R j x � 0 g

s Zahl der r

•

aumlic hen Dimensionen

S ( R

n

) Raum der Sc h w artz'sc hen T estfunktionen auf R

n

Span ( : : : ) lineare H

•

ulle einer Menge v on V ektoren

supp ( f ) T r

•

ager einer F unktion f

tr ( A ) Spur eines Op erators A

U (� ; x ) Darsteller der P oincar � etransformationen auf H (1.2.5)

U

K

(� ; x ) Darsteller der P oincar � etransformationen auf K 4.1.1

W ( f ) W eylop erator (4.1.11)

Z ( x ) =

x

1+ x

( x > 0) 2.B
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�

� ;x

Darsteller der P oincar � egrupp e auf A ( O ) bzw. B ( H ) (1.2.4)

�( � )

"

Delta-Sym b ol \ 4.3.A

�

�

zu �

�

geh

•

orendes r -V erhalten Satz 2.2

� Raum v on Abbildungen

S

E

�

E

! � (2.2.2)

�

1

Raum v on Linearformen auf

S

E

�

E

(2.2.4)

� Loren tztransformation, � 2 L

� Inklusionsabbil dung

S

E

�

E

, ! � 2.2

�

E ;r

Restriktion v on � auf �

E

und A ( O

r

) (2.1.2)

�

�

zu �

�

assoziierte Nullfolge Satz 2.2

�

j

Basis der Zustandsk eime Satz 2.2

�, �( O ) Raum der normalen F unktionale auf B ( H ) bzw. A ( O ) 1.2

�

E

; �

E

( O ) = P ( E )� P ( E ) bzw. P ( E )� P ( E ) d A ( O ) (1.2.11)

�

�

Zustandsk eim (3.1.3)

�

j

Basis der F eldk eime Satz 2.2

�

W

j

hermitesc he Basis der F eldk eime (3.2.27)

! Energieop erator im Ein teilc henraum K 4.1.1


 V akuum v ektor in H 1.2

1 Einsop erator, Iden tit

•

at

2
2

2 D'Alem b ert-Op erator; 2
2

2 = @

�

@

�

= @

2

0

�

P

s

j =1

@

2

j

4
4

4 Laplace-Op erator; 4
4

4 =

P

s

j =1

@

2

j

, ! Inklusionsabbil dung; allgemeiner: injektiv e Abbildung

h�j�i Sk alarpro dukt in K 4.1.1

( �j� ) Sk alarpro dukt in H 4.1.2

[ � ; � ] Komm utator; [ A; B ] = AB � B A

�

v ; v

�

�

An w endung v on v

�

2 V

�

auf v 2 V ( V ein top. V ektorraum)

k � k gew

•

ohnlic he (Suprem ums-)Norm eines Op erators

k � k

1

Spurnorm eines Op erators

k � k

2

Hilb ert-Sc hmidt-Norm eines Op erators

k � k

E ;r

k # k

E ;r

= k # d �

E

; A ( O

r

) k ( # 2 �) (2.2.5)

k � k

E

k #

1

k

E

= k #

1

d �

E

k ( #

1

2 �

1

) (2.2.6)

k � k

r

k � k

r

= k � d A ( O

r

) k ( � 2 �) (2.2.7)
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